MINORATIONS SIMULTANÉES DE FORMES LINÉAIRES DE 
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RÉSUMÉ. — Soit n g N \ {0}, k un corps de nombres et v une place de k. Soit u\, . . . ,Un € Cv tels que 
£ k pour tout j g {1, . . . , n}. Soit (ftj), 1 < î < t, 1 < i < une matrice t X n à coefBcients dans A;. Soit 
(/3l^0i ■ • ■ yPtfi) G fc*- Posons Ai := /3i_o + Ej=i £ pour tout î S {1, . . . ,t}. Les résultats que nous 

présentons ici sont des minorations de max{|Ai|„ ; 1 < i < i}i explicites en tous les paramètres, lorsque ce 
maximum n'est pas nul. Ces minorations englobent de nombreux résultats antérieurs. La démonstration repose 
sur la méthode de Baker-Philippon-Waldschmidt, la réduction d'Hirata-Kohno, le procédé de changement de 
variable de Chudnovsky, repensés avec les outils modernes de la théorie des pentes adéliques. En particulier 
un nouveau lemme de Siegel approché est énoncé. 

Absthact {Simultaneous lower bounds for linear forma in logarithms of algebraic numbers) 

This work falls within the theory of linear forms in logarithms over a commutative linear group defined 
over a number field. We give lower bounds for simultaneous linear forms in logarithms of algebraic numbers, 
treating both the archimedean and p-adic cases. The proof includes Baker's method, Hirata's réduction, 
Chudnovsky's process of variable change. The novelty is that we integrated into the proof the modem tools 
of adelic slope theory, using also a ncw small values Siegel's lemma. 
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1. Introduction 

Ce texte présente une minoration simultanée de formes linéaires de logarithmes de nombres 
algébriques, valide pour une place quelconque vq du corps de nombres ambiant. En d'autres termes 
il s'agit de minorer max{|Ai|i,Q ; 1 < i < t} où est de la forme /3i.o + Sj=i Pi,j^3 f^vec et 
e"j dans un corps de nombres k ^ C^^ et est une valeur absolue VQ-a,àiqae sur le complété 
CiiQ d'une clôture algébrique de ky„. 
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Depuis les travaiix de Baker entrepris au milieu des années soixante, de nombreux articles ont 
été consacrés à l'étude de cas particuliers de ce problème. En très grande majorité les auteurs 
s'intéressaient à une seule forme linéaire (t = 1) et, souvent, seulement au cas d'une place vq ar- 
chimédienne. Si la place î;o était ultramétrique alors ils supposaient Pij G Q. Plus précisément, dès 
que t > 2, et si l'on écarte les travaux de Philippon & Waldschmidt |P W2| et d'Hirata-Kohno |Hi2) 
qui traitent le cas très général d'un groupe algébrique commutatif quelconque, seuls Ramachan- 
dra [Raj et Loxton |Lo| ont étudié la question qui nous intéresse ici (cas archimédien) . Lorsque vq 
est ultramétrique, ne semble exister que l'étude de Dong |Do| . qui traite un cas particulier de la 
question {fiij G Z, f^i^ = 0). Ainsi, en dépit de la richesse de la littérature sur le thème des formes 



linéaires de logarithmesr*-*!. l'on ne trouve guère de résultats généraux qui prennent en compte 
plusieurs formes linéaires et aucun qui ne considère à la fois le cas archimédien et le cas p-adique. 
Un des objectifs de cet article est de combler cette lacune, tout en donnant une minoration qui soit 
en phase avec celles présentées dans |Wa3| . 

Si le résultat le plus général que nous avons ne sera donné qu'au paragraphe suivant, nous en 
proposons ici un cas particulier. Etant donné un nombre algébrique a, on désigne par h{a) la 
hauteur de Weil logarithmique absolue de a. Si x est un nombre réel alors [x] est la partie entière 
de X. 

Théorème 1.1. — Soit n e N \ {0}. Soit k un sous-corps de nombres de C, de degré D sur Q. 
Soit t Cz {1, . . . , n} et 

l<j<Tl 

une matrice de rang maximal t. Soit (/3i,o)i<î<t € Pour tout j G {1, . . . , n}, soit Uj G C tel que 
aj := e"^ G k. Soit h, a, e des nombres réels positifs tels que e > e, 

f elull 

loga > max < h{aj), — — >, \ogb > D max {l,h{f3ij)}. 

l<j<n I D \ i<^<* 



Soit a l 'entier défini par 

D , f D 

a := 



log e + h log a 



1. 



log e \ log e 

Si . . . , u„} est une famille libre sur Q alors les formes linéaires de logarithmes 

A., := + Pt,lUl + ■■■+ ^i^,nUn [l < i < t) 

ne sont pas toutes nulles et elles vérifient la minoration 

(1) log max {|A,|} > -(6n)^°""'a^/*(logb + aloge) ( 1+ , °^° ) . 

i<j<t \^ loge / 

Un énoncé similaire sera aussi démontré dans le cas ultramétrique lorsque k est un sous-corps de 
Cuq. Dans le minorant de ([T]), on notera la dépendance linéaire (et donc optimale) en log 6 (hauteur 
des formes linéaires) et la dépendance usuelle (log a)"/* (log log a) en loga (hauteur du point 
(ai, . . . , a„)). Hormis l'aspect général de cette minoration déjà évoqué (t, vç, quelconques), il n'y a 
plus le discriminant du corps de nombres, qui intervenait auparavant dans le cas simultané (comme 
dans l'article |Hi2| d'Hirata-Kohno). 

Cet article de synthèse n'apporte pas d'idée originale qui améliorerait de manière significative les 
résultats connus pour une forme linéaire. En revanche, la démonstration que nous proposons est, 
elle, plus novatrice dans sa forme car elle combine la trame de la méthode des fonctions auxiliaires 
classique avec les outils de la théorie des pentes adéliques (sans « méthode des pentes » proprement 
dite). Il en résulte un cumul des avantages propres à ces techniques : souplesse d'utilisation et 
simplicité de la démarche pour l'une, conservation de l'aspect intrinsèque des données et obtention 
aisée des constantes numériques pour l'autre. Nous expliquerons plus en détail notre approche 
au § 15.11 Si nous avons pris le parti d'écrire ce texte dans le cas d'un groupe linéaire, il est 
cependant possible de généraliser à un groupe algébrique commutatif quelconque et même d'obtenir 
des constantes numériques explicites pour une variété abélienne, comme dans [Ga2] , sans hypothèse 
de non-torsion du point rationnel considéré (ici (ai, . . . ,a„) G GJ5j(A:)). 



*. Nous renvoyons le lecteur au livre très complet de Waldschmidt |Wa3| pour en saisir l'étendue. 
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2. Énoncé principal 

Soit k un corps de nombres de degré D = [k : Q]. A une place ultramctriquc f de fc correspond 
un idéal premier py de l'anneau des entiers et un nombre premier py qui engendre l'idéal py HZ. 
Notons ky {resp. Oy) le complété p„-adique de fc à la place v [resp. son anneau de valuation). 
Munissons ky de l'unique valeur absolue |.|„ qui vérifie \py\v = Vv^ ■ Cette valeur absolue s'étend 
de manière unique à une clôture algébrique ky. Soit = Cp le complété du corps valué (fc„, |.|^). 
En une place v archimédienne, l'ensemble = C est muni de la valeur absolue usuelle. Avec ces 
conventions, la formule du produit s'écrit Vx € fc \ {0}, = 1 où v parcourt l'ensemble des 

places de fc et n„ := [ky : Q„] est le degré local 1, 2 ou [ky : Qp^] selon le caractère réel, complexe 
ou ultramétrique de la place v. La hauteur de Weil (logarithmique absolue) d'un élément a; de fc 
est la somme (finie) 



h{x) := y^n„ log max{l, |a;|^}. 



Soit r„ := pv ^'^ si v est ultramétrique et r„ := 1 sinon. Désignons par Tv l'ensemble des 

nombres complexes C si u est archimédienne et le disque ouvert de C„, centré en et de rayon 
r„, si V est ultramétrique. L'exponentielle du groupe de Lie Gm(C^) est définie sur Ty par la série 
convergente usuelle 



i=0 

Soit Vq une place de fc, réelle, complexe ou p-adique. Dans la suite fc sera vu comme un sous-corps 
du complété ky^ en la place vq, lui-même inclus dans le complété de sa clôture algébrique Cy^. 
Soit n e N \ {0} et wi, . . . , m„ des éléments de Ty^, d'exponentielles respectives «i, . . . , a„. Nous 
supposons que tous les ai appartiennent à fc. 

Soit t e {l,...,n}et^i,...,^t : fc" — ^ fc des formes linéaires que l'on écrit dans la base canonique 
sous la forme 

'i Z = {Zi, ...,Zn) G fc", £i{z) = Pi^iZi H \- Pi,nZn- 

Soit Wq le sous-cspacc vectoriel de fc" intersection des formes linéaires 4, i G {!,...,<:}. Soit uq 
-(^1,0, . . . ,/3t,o) e fc* et M := (ui, . . . ,u„) e C^^,. Pour tout i &{!,..., t}, posons A, := /3i,o + ^i(w)- 
Soit eo := si vq est ultramétrique et eo := 1 sinon. 

Théorème 2.1. — Avec les données ci-dessus, notons T„ le sous-espace vectoriel de dimension 
minimale de Q" tel que u G T„(C^q). Considérons une partie I de {l,...,n} telle que {ui)i^i 
soit une famille libre sur Q et maximale pour cette propriété. Soit ai, . . . , a„, e, t des nombres réels 
vérifiant les conditions suivantes : 



e G 



,2 
vo 

e, +oo[ si uo est archimédienne, 



]1, min {rl^/\ui\yg; i & I}] si vq est ultramétrique. 



Vj e {1, . . . ,n}, log a,- > max|/i(a,-), ^^^^j- 



Soit a l'entier défini par la formule 



a := 



D D 



1. 



Soit b un nombre réel vérifiant 



\ogb>D max {1, h{l3j,t)}. 



o<e<n 
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Soit S :— dimTu — dini(Wo H T^) et 



U ■.= a'''{\ogh + a\ogz + D\og\ogt)\{il ' ^^°Sa»^ 



Alors, s'il existe j € {1, ■ ■ ■ ,t} tel que Aj 0, on a 



203n^ 



log max |Aj|„„ > -(6n)^"^"" niax{C/, (1 - eo)logp^o}- 
i<i<t 



Le théorème de Wùstholz |Wù| affirme que T„ est l'espace tangent d'un sous-groupe algébrique 
Gu de GJJj. Le paramètre s est donc identique à celui de |DH| . article dans lequel il apparaît pour 
la première fois. On notera au passage que dimT„ = card/. Par ailleurs, si vq est ultramétrique, 
l'existence du nombre réel e implique que doit être satisfaite l'hypothèse : pour tout i d I, on a 
\ui\vg < r^jj. Enfin, nous verrons au I5.2| que si s = 1, la quantité logé + a loge + D log loge peut 
être remplacée par log(6e) + D log a + D log log e. 

La différence avec le résultat de Loxton |Loj est assez modeste. Elle réside surtout dans la 
dépendance en le degré D (ici de l'ordre de au lieu de Jj^oon-^ g|- (jg^jjg jg caractère 

plus général du théorème 12 . 1 1 (place vq quelconque, pas d'hypothèse d'indépendance multiplicative 
des aj, 1 < j < n). En revanche Loxton a une meilleure constante égale à (lôn)^""". De plus, si 
notre résultat traite le cas ultramétrique, ce qui n'est pas le cas le plus fréquent de la littérature 
(sauf dans les articles de Yu), la dépendance en le nombre premier py^ associée à la place î;o 
n'est pas aussi précise que dans les textes de Yu (dont les énoncés comportent des hypothèses 
supplémentaires du type (3ij € Z), où (Bn)^"'^" est remplacé par un entier plus petit. 

La démonstration du théorème 12.11 commence au § O avec une réduction au cas T„ = Q" (la 
famille {ui, . . . est libre sur Q). Nous expliquerons son déroulement à cette occasion 15. ip 
mais, auparavant, nous rappelons quelques notions de théorie des pentes adéliques et nous énonçons 
un nouveau lemme de Siegel approché qui jouera un rôle clef dans la démonstration. 



3. Éléments de théorie des pentes adéliques 

Issue de la géométrie d'Arakelov et développée dans l'article de Bost [Boj et les cours qu'il 
a donnés à l'Institut Henri Poincaré en 1997 et 1999, la théorie des pentes des fibrés vectoriels 
adéliques sur Specfc a fait l'objet d'une présentation systématique dans l'article |Ga4| . Rappelons, 
mais sans entrer dans les détails, qu'un fibré vectoriel adélique E = {E, v)v) est la donnée d'un 
fc-espace vectoriel E, de dimension finie > 0, et d'une collection de normes (H-H-ë.;,) sur chaque 
espace E®kCv, indexées par les places u de fc et soumises à plusieurs contraintes naturelles, que l'on 
trouvera dans la définition 3.1 de [Ga4] . Le fibré vectoriel adélique est dit hermitien lorsque toutes 
les normes aux places archimédiennes sont hermitiennes et lorsque, pour toute place ultramétrique 
V de k et tout x £ E, on a. ||a;|j;g^ € |fc„|„ (notion de pureté, voir |Ga5] ). Tous les fibrés vectoriels 
adéliques considérés lors de la démonstration du théorème 12.11 sont hermitiens. Le fibré vectoriel 
adéhque (fc", |.|2) est par définition le fibré adélique hermitien d'espace sous-jacent k"^ et de normes : 



\fx = {xi,...,x^) e C:^, |a;|2,i, := 



max{|a;i|„, . . . , l^i/li,} si u | oo. 



Si F est un sous-espace vectoriel de E, il induit un sous-fibré vectoriel adélique F, dont les normes 
sont les restrictions de celles de E k F. Soit {k^, +) le groupe des adèles de k et vol une mesure 
de Haar sur k'^. A un fibré adélique E sont associés sa boule unité 

B^(0, 1) := {x = {xy)y eE(E)kkA; Vw, ||a;„||;Ë_^ < 1}, 

son degré d'Arakelov normalisé 

dig^.^^log -om-BÊiOA))) (ïwîôT.^o) 
[fc:Q]'°^vol(B(,.,|.|,)(0,l)) ^^^gnW- 
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{(f) : E ^ k'^ est un isomorphisme quelconque de fc-espaces vectoriels), sa hauteur (logarithmique 
absolue) h{E) :— —deg^E, sa pente d'Arakelov normalisée 

MË) := ^§ (MW) ■■= -oo), 

sa pente maximale (si n > 1) 

Mmax(^) := max {^n(F) ; {0}^FÇE}, 
ainsi qu'une notion de hauteur pour les éléments x de E : 

1 



yxeE\{0}, :=^^^n.log||x|l^_, (/^-^(O) 0). 



Lorsque E est hermitien, ces notions de hauteurs normalisées sont invariantes par extension des 
scalaires (voir § 4.3 de |Ga4j ) . L'énoncé suivant remplace l'inégalité de Liouville usuelle. 

Lemme 3.1. — Soit E un fibré vectoriel adélique. Alors 

yxeE\{0}, h^{x) > -/%nax(^). 

La démonstration est immédiate à partir des définitions car h-^{x) = h{{k.x, (|| • H^ë 

DÉFINITION 3.2. — Soit V une place de k. Soit (E, ||.|j) un Ct,-espace vectoriel normé. Une base 
e = (ei, . . . , e^) de E sera dite orthonormée si elle satisfait à l'une des deux conditions suivantes : 
soit V est archimédienne, ||.|| définit un produit hermitien sur E et e est une base orthonormée au 
sens usuel ; soit v est ultramétrique et 

V(xi, . . . e C^, Il ^a;jej||-Ë^„ = max{|xi|„, . . . , \xy\^}. 

3.0.1. Notation. — Etant donné des multiplets x = (xi, . . . , a;^) et y = (yi, . . . , y^), on note \x\ la 
longueur X^iLi -^i on désigne par x\ {resp. x") le produit xi\ - ■ ■ Xi,\ {resp. := xf^ • • • x^,"). 

3.0.2. Puissances symétriques des fibrés adéliques hermitiens. — Soit £ > 1 un entier et E un 
fibré adélique hermitien sur Spec k. Soit v une place de fc et e = (ei, . . . , e^) une base orthonormée 
de {E (g)fc Cl,, ll-ll^j (dans le cas ultramétrique, la possibilité de choisir une telle base repose sur 

l'hypothèse de pureté de E, voir |Ga5p . Le fibré adélique hermitien e'^^ a pour espace sous-jacent 
E'®^ et, en la place v, il est muni de la norme hermitienne pour laquelle la base e^^ (g) • • • (8) ej7 , 
(il, . . . , € N'^ de longueur £, est orthonormée. La puissance symétrique S^{E) est un quotient 
de E"®^ (l'algèbre symétrique S{E) est le quotient de l'algèbre tensorielle T(_E) par l'idéal engendré 
par les éléments x (S) y — y (S) x). Cette structure quotient confère à (E) une structure de fibré 

adélique hermitien S^{E) induite par E . Concrètement, pour toute place v de fc, pour tout 
s := X^'EN" Pié" G S^{E) ®k C„, on a 



(2) 



12 a 



1/2 . 

SI u I oo. 



Lax{|pi|„ ; \i\ = 1} s\v\ 



Les métriques ainsi définies ne dépendent pas des choix précis des bases e considérées (voir 
p. ex. |Ga41 p. 45]). L'énoncé suivant est le théorème 7.1 de [Ga4j . dii à Bost. 

Proposition 3.3. — Soit v > 1. Pour tout fibré adélique hermitien E sur Specfc de dimension 
V, pour tout entier i > 1, on a 



Mmax(^^(E)) < ^(Mn,ax(E) + 2l^\ogiy). 

Dans la suite, la puissance symétrique sera utilisée à la fois pour décrire l'ensemble des polynômes 
auxiliaires et pour décrire l'espace des dérivations. Si E est un fc-espace vectoriel, on note E^ l'espace 
dual HouikiE, k). 
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DÉFINITION 3.4. — Un polynôme homogène s sur E de degré £ est un élément de S^(E'^) et 
V application polynomiale associée est l'application de E dans k qui envoie x (z E sur s{x). Plus 
généralement, si n e N et si i?o, • . • , En sont des fc-espaces vectoriels, un polynôme multihomogène 
s de degré (£o, ■■■An) e N"+i est un élément de Ê := S^°{El) ® ■■■® S^^{E''n) et l'application 
polynomiale associée est l'application de IljLo ^^"^^ ^ "î^^ envoie (a:o, • • ■ 

Lorsque, pour tout j G {0, . . . , n}, l'espace Ej possède une structure de fibré adélique hermitien 
Ej (il en est alors de même pour i?J avec les métriques duales) , la norme de s en une place î; de A: est 
calculée dans (8)^=0 (^J)- Dans la pratique, si l'on fixe une base orthonormée — (ej_i, . . . , e^^y^ ) 
de Ej Cl, (ici = dimE'j), de base duale = (e^ j^, . . . , j,.), et si l'on écrit l'élément s comme 
une somme 



(3) ^■■-T.p^Il^ 

i j=0 

avec i = (iq, . . . , î„) G N"^" x • • • x N"^", ij de longueur £j, et pi € C„, alors la norme ||s|lg ^ de s 
est 

1/2 

max,: siv-foo. 
Ces égalités découlent aisément des formules ^ et de la construction de la norme tensorielle 
en observant que les produits 0^=0 '\\{^^fT\\~^ lorsque i varie comme ci-dessus, forment une base 



(4) 



orthonormée de €(E)k C„. Remarquons également que grâce à cette formule (HJ et à l'inégalité de 

In ij 
3=0 ^3 



Cauchy-Schwarz, la somme \pi\v est plus petite que ||s|| g ^ x n?=o ^^'^"^ (^^ ^ archimédienne) . 



4. Lemmes de Siegel approchés 

La plupart des démonstrations de transcendance requiert l'utilisation d'une fonction auxiliaire 
qui doit satisfaire à un nombre fini de conditions linéaires. En général il s'agit de conditions d'an- 
nulations en des points particuliers avec des ordres de multiplicités dans certaines directions (on 
parle parfois de « points épaissis >). Aux prémices de la théorie (travaux d'Hermite et Lindemann 
par exemple), on exhibait hardiment une fonction auxiliaire explicite. Toutefois sont rapidement 



apparues les difficultés et les limitations inhérentes à cette approche presque impudiquelHj. En 
filigrane dans les articles de Thue |ThHITh2] . l'on doit à Siegel d'avoir conceptualisé en 1929 l'idée 
qu'il suffisait de connaître une estimation de la « taille > de la fonction auxiliaire F . Demander 
l'annulation de F en un nombre fini de points épaissis équivaut à réclamer que les coefficients de 
F satisfassent à un système linéaire 



V 

(5) Vi e ^aj^jXj ^O 



d'inconnues xi, . . . , Lors de l'étude de la transcendance des valeurs des fonctions de Bessel [51], 
Siegel formula l'énoncé précis suivant. 

Lemme de Siegel. — Supposons que ^ < v et que, pour tous i,j, on a ai j G Z. Soit A = 
maxij- \aij\. Alors il existe une solution {xi, . . . ,x^) G Z" \ {0} au système (O telle que 

max{|a;i|, . . . , \x^\} < 1 + {vA)^ . 

Ce résultat découle simplement du principe des tiroirs de Dirichlet. Comme l'a remarqué Mi- 
gnotte, il est possible de l'étendre à un système à coefficients algébriques (voir lemme 1.3.1 
de [Wal] ). Cependant l'on s'est aperçu qu'un tel lemme n'était rien d'autre qu'une variante du 
premier théorème de Minkowski sur les corps convexes. Ce point de vue s'est révélé fécond en 
débouchant sur une version adélique du lemme de Siegel, démontré par Bombieri & Vaaler |BV] . 



f. Cependant, ce procédé reste encore très actuel au travers par exemple des approximants de Padé et des 
fonctions hypergéométriques car, comme l'avait noté Chudnovsky, il conduit souvent à de meilleurs résultats. 
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Lemme de Bombieri & Vaaler. — Soit k un corps de nombres de discriminant absolu D^. No- 
tons rdfc := son discriminant racine. Soit E un fibre adélique hermitien surSpeck, de 
dimension v > 1. Alors il existe x Cz E \ {0} tel que 

< -îin(Ë) + i(log ly + logrdfc)- 

Plusieurs développements de ce lemme existent. On peut demander que l'élément x Cz E \ {0} 
évite un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E. Ceci constitue le fil directeur de notre ar- 
ticle |Ga5) . Mais la variante la plus importante est celle qui permet de s'affranchir de la dépendance 
en le discriminant du corps de nombres. On recherche une solution x non nulle non pas dans E 
mais dans E Q. Un tel lemme de Siegel est dit absolu. Roy & Thunder ont obtenu un énoncé 
de ce type dans |RTj . Nous présentons ici un raffinement de leur résultat, signalé par David & 
Philippon jPP] , qui se déduit d'une inégalité de Zhang relative aux minima successifs d'une variété 
arithmétique |Zh) . 



h^ix) < -Th,{E) + -logJ/. 



Lemme de Siegel absolu. — Soit E un fibré adélique hermitien sur Spec k, de dimension v > 1. 
Alors il existe x € (-E Q) \ {0} tel que 

1 
2 

L'énoncé de Roy & Thunder donne ly au lieu de i log i^. Si, autrefois, dans les démonstrations de 
mesures d'indépendance linéaire de logarithmes, le discriminant du corps de nombres était absorbé 
par des termes plus gros, aujourd'hui les mesures sont devenues assez fines pour que ce discriminant 
devienne un facteur limitant. C'est la présence de ce discriminant qui explique pourquoi l'énoncé 
principal de |Galj s'exprime au moyen d'un maximum sur deux quantités. Comme il supprime 
cette imperfection, le lemme de Siegel absolu a pris une grande importance ces dernières années, 
ainsi que le prouve son utilisation dans plusieurs articles récents de la théorie des formes linéaires 
logarithmes }DH|IAG|IGa3l . Le fait que l'on ne maîtrise pas le (degré du) corps de nombres dans 
lequel vit la solution x est sans conséquence car, en définitive, l'on est amené à effectuer une somme 
sur les différentes places de ce corps, somme de laquelle émerge directement ft,-g-(a;). Néanmoins 
quelques soucis techniques peuvent surgir. 

Tout d'abord, la hauteur de E peut s'avérer difficile à évaluer avec précision. Si, comme dans le 
lemme de Siegel original, l'espace vectoriel E est défini par le système linéaire (O, la hauteur de E 
se calcule au moyen des mineurs maximaux de la matrice A :— {ai_j)ij. En général, on estime la 
taille de ces mineurs avec l'inégalité d'Hadamard (le déterminant d'une famille de vecteurs est plus 
petit que le produit des normes hermitiennes de ces vecteurs) , qui, in fine, fait ressortir la hauteur 
des aij. Il arrive que les a^j soient petits aux places archimédiennes (ce qui est très bien) mais 
avec un dénominateur trop grand aux places ultramétriques. L'astuce consiste alors à trouver un 
système 

if 

(6) Vz e {1, . . . ^6ïja;j=0, 

équivalent à ([U et définissant ainsi le même espace vectoriel E, mais, où, cette fois-ci, les nombres 
algébriques sont petits aux places ultramétriques et de tailles quelconques aux autres places. 
Dans ce cas, la partie archimédienne de la hauteur de E est évaluée avec ([5]) et la partie ul- 
tramétrique avec (O. Cette technique fonctionne assez bien même si elle est parfois délicate à 
mettre en oeuvre (voir p. ex. la démonstration de la proposition 4.15 de |Ga3j ). 

Une autre difficulté est que les coefficients a^j- qui se présentent naturellement peuvent ne pas 
être algébriques, même après renormalisation. Le système (O ne possède alors en général aucune 
solution algébrique hormis (0, . . . , 0). C'est pourquoi il est plus raisonnable de demander au lemme 
de fournir une solution algébrique (xi, . . . , a;„) non nulle au système d'inéquations 



(7) Vz€{1,...,m}, 



< e 



(ici e est un nombre réel strictement positif). Un énoncé qui garantit l'existence d'une solution 
algébrique non nulle à ce système d'inéquations est appelé lemme de Siegel approché. En voici 
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un exemplel^, extrait de l'article de Philippon & Waldschmidt |PW1) . qui a servi à la construc- 
tion de la fonction auxiliaire de plusieurs articles marquants de la théorie des formes linéaires de 
logarithmes [FWÏllFW2llHiTllHl2] (aussi utilisé dans [^) : 

Lemme de Siegel approché. — Soit A = {ai.j), 1 < « < M; ^ j ^v, une matrice de nombres 
complexes et A un nombre réel tel que maxi<i<^ ^J^j^ < A. Soit p le rang de A. Soit H S 
N \ {0} etee ]0, +oo[ tels que 

Alors il existe (xi, . . . G Z" \ {0} tel que 



max IxA < H et max 



< e. 



Tout comme pour le lemme de Siegel original, la démonstration repose sur le principe des 
tiroirs. S'il est facile de généraliser à un corps de nombres au moyen d'une Q-base (^i, . . . , ^d) de 
ce corps, ceci fait intervenir la hauteur de cette base. Le corps considéré est souvent le corps de 
nombres dans lequel vivent tous les nombres algébriques de la démonstration. En particulier, pour 
les formes linéaires de logarithmes, la hauteur de (Çi, ■ ■ ■ ,^_d) est liée aux paramètres loga et log&. 
Pour faire disparaître la dépendance en le corps de nombres ambiant, l'on peut imaginer écrire un 
lemme de Siegel approché et absolu. Il s'avère qu'un lemme de Siegel (classique ou absolu) donne 
automatiquement un lemme de Siegel approché par déformation des normeâ^^A comme nous allons 
l'expliquer maintenant. 

Soit k un corps de nombres et vq une place quelconque de k. Soit E = {E, {\\-\\j^j;)v) et F = 
{F, y)v) des fibrés vectoriels adéliques sur Spec/c. Soit a £ fc.„„ et a : i? (8)^ C^^ F (^k C^g 
une application linéaire. Sur E C^p, on considère la norme tordue par a : 

,1/2 



(||.||l^^ + ||aa(x)||l, 



SI Vo 



jn&yi{\\x\\^^^^,\\a3{x)\\p,^^^} si vq \ oo. 

Si V est une place de fc, différente de «o, on pose := ||-||"ëu- Alors le couple Ea = 

{E,{\\.\\-j^^ ^)v) forme un fibré vectoriel adélique. De plus, si a; € i?, on a h-j^(x) < h-j^^{x) et 
l|3(2;)||;p < |qî|Ûo^||2;||;j; jjg- Dès lors, savoir majorer finement h-j^ (x), pour un vecteur x particu- 
lier, revient à établir un lemme de Siegel approché. L'emploi du lemme de Bombieri & Vaaler ou du 
lemme de Siegel absolu pour évaluer h-^ (x) pose le problème de l'estimation de la hauteur de Ea 

en fonction de celles de E, Im(a) et du rang de a. Le choix de bases orthonormées sur EÇ^k Cy^ et 
F i^k respectivement permet d'identifier l'application linéaire a à une matrice A S yi^^^{Cyg). 
Pour tout X G E (^k Cy„ de coordonnées x = {xi, . . . , Xj^), la norme \\x\\j^ peut s'écrire 

\\^h^,vo = l(|x|2,,;oJaAx|2,i,o)|2,i,o- 

Comme E et Ea ne diffèrent qu'en la place wq, la définition de la pente d'un fibré vectoriel adélique 
conduit à la formule 

(R) û (F \ n (F\- ^ lo^ ( vol ({x 6 Kp l | (|x|2,.c , |aAx|2,.o )|2,.o < 1}) \ 

(8) fJ.n[Ea) ~ P-n(E) ~ —lOg\ — — -pp; 

''D \ vol({xG ; \x\2,v„ < 1}) J 

(vol est une mesure de Haar quelconque sur {ky^,+) et D = [k : Q] est le degré de k sur Q). 
Etant donné un entier l > 1, notons U(Z, ky„) le groupe orthogonal réel d'ordre l si vq est une place 
réelle, le groupe unitaire d'ordre l si vg est complexe et le groupe GL; {Oy„ ) si vq est ultramétrique. 
En vertu de la décomposition en valeurs singulières de A, il existe des éléments cri(A), . . . , ap{A) 
de ]0, -|-c»[ (resp. de la forme 7r"j, ni G Z, 1 < i < p) si vq est archimédienne {resp. si vq est 
ultramétrique et 7r„(, est une uniformisante de Oyg) et il existe deux matrices U G U(/i, fc^j^) et 



|. Cet exemple est dû en partie à Mignotte [Mi) , qui s'est intéressé à la question dans les années 70. On pourra 
aussi consulter le § 1.3 du chapitre 1 de IWall . 

§. A posteriori, nous nous sommes rendu compte que cette idée était déjà en substance dans l'article |Mi| de 
Mignotte et qu'elle serait due à Mahler (voir [Map . 
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V e U(i/, tels que UAV est la matrice diagonale dont le élément sur la diagonale est 
(Ti(A) si i e {1, . . . , p} et si i G {/3 + 1, . . . , min {/^, v}}. L'entier p est le rang de la matrice A. 



Lemme 4.1. — Pour tout a e 



p 

n. 



ME a.) - ME) - 5]log 1(1, aa,(A))|2,.o 

i=i 

(n-vo = [kvo ■ Quoi (ie(7re local). 

Démonstration. — En vertu de la définition des matrices U et V associées à la décomposition en 
valeurs singulières de A, la condition 

|(|x|2,«oJaAx|2,^J|2.«o < 1 

équivaut à 

\{\y\2.vo,\ctUAVy\2,vo)\2,vo < 1 avec y = V^^x. 
En notant {yi, . . . ,y^) les coordonnées de y et en posant cr,; := |(1, ao'i(v4))|2,t;o, cette dernière 
condition devient 

^J:Ll'^f\y^\' + EU+,\y^\'<^ sivo\^, 

I max{o-i| 

2/1 1 Do j • ■ • 5 "'p I î/p I Do ' I yp+ 1 1 "0 ' ■ • • ' I I 

} < 1 si 1^0 t oo- 

Le lemme 14.11 découle de la description ^ de la différence des pentes et d'un changement de 
variable standard. □ 

Soit ||a|| la norme d'opérateur de a : ||a|l := max {|la(a;)|l-p ; |la;|l-Ë„Q — ^}- Pour tout i £ 
{1, . . . ,p}, on a |(Ti(A)|i,Q < ||a||. Du lemme l44l découle alors l'énoncé suivant. 

Proposition 4.2. — Pour tout Oi Ç. kygj la différence des pentes p,Yi{Ea) — fJ-niE) est minorée par 

-^(log|(l,«)k.o+logmax{l,||a||}). 

Ces calculs et le lemme de Siegel absolu appliqué à Ea conduisent au résultat suivant. 

Lemme de Siegel approché absolu. — Soit k un corps de nombres et vq une place quelconque 
de k. Soit E et F deux fibrés adéliques hermitiens sur Spec/c. Soit a : E ®k — ^ F (8)^ C^^ 
une application C-linéaire, de rang p, et de norme d'opérateur ||a||. Pour tout a G ky^, il existe 
X e (S (g) Q) \ {0} tel que 

hËjx) < ^ (log|(l,a)|2,„o +logmax{l,||a||}) + ^logu-MË). 

Cet énoncé s'étend sans grande difficulté pour des fibrés adéliques qui ne sont pas nécessairement 
hermitiens. Bien qu'un peu âpre, il s'avère assez facile d'utilisation. Une caractéristique importante 
est la présence du quotient p/v, qui sera petit dans le contexte des formes linéaires de logarithmes 
(voir proposition I5.13"l) . Dans un souci d'efficacité, nous n'avons pas séparé les contributions des 
normes de x en les différentes places de Q, en exprimant simplement le résultat en terme de hauteur 
(globale) de x. 



5. Démonstration du théorème principal 

5.1. Canevas de la démonstration. — Nous utilisons la méthode de Baker non pas avec des 
fonctions auxiliaires, ni avec des déterminants d'interpolation, ni avec la méthode des pentes. En 
réalité, nous faisons un mélange entre la première et la dernière de ces méthodes, c.-à-d. que nous 
passons par la construction d'une section auxiliaire d'un certain fibré adélique hermitien. A chaque 
étape de la démonstration nous conservons l'aspect intrinsèque des données. De la sorte nous 
bénéficions de la souplesse de la méthode des fonctions auxiliaires et de la possibilité d'accéder 
naturellement aux constantes numériques de la méthode des pentes. Concrètement, après avoir 
modifié les données initiales de manière à être en mesure d'utiliser la réduction d'Hirata-Kohno 
et le procédé de changement de variables de Chudnovsky, nous construisons un fibré adélique 
hermitien E. L'espace vectoriel E sous-jacent est un espace de polynômes en plusieurs variables, 
auquel est adjoint des normes en toutes les places de k. Ce fibré adélique iï^ a la particularité 
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d'avoir une norme « tordue » en la place vq, ce qui constitue une des nouveautés de ce texte. 
Nous construisons alors un élément s 7^ de de petite hauteur au moyen du lemme de Siegel 
absolu. Le choix des paramètres et le lemme de multiplicités de Philippon assurent qu'il existe un 
jet de s d'ordre £ le long de W (sous-espace construit à partir de Wq) en un multiple mp de p 
qui est non nul, avec £,m contrôlés. Ensuite nous évaluons la hauteur de ce jet, en distinguant les 
normes aux places ultramétriques des normes aux places archimédiennes. Le comportement du jet 
en la place vq est étudié à part. La majoration de sa norme repose sur une extrapolation sur les 
dérivations (cas périodique) ou sur les multiples de p (cas non périodique) , qui a été préparée par 
la construction de s. C'est à cet endroit qu'apparaissent les valeurs absolues des formes linéaires 
que nous cherchons à évaluer. Pour conclure, nous utilisons une variante de l'inégalité de Liouville 
pour minorer la hauteur de ce jet, qui fait intervenir la pente maximale arakelovienne de l'espace 
naturel dans lequel vit le jet considéré. 

5.2. Réductions. — Pour démontrer le théorème 12.11 l'on peut supposer que 

(i) {iti, . . . , Un} est une famille libre sur Q, 

(ii) {£1, . . . , £t} est une famille libre du dual (fc")^, 

(iii) |(/3i,o, • • ■ : /3t,o|2,uo ^ 1 lorsque vq est archimédienncl^ 



(1) 



En effet, considérons un ensemble / tel que {ui)i(zj soit une base du Q-espace vectoriel engendré 
par Ml, . . . , u„. Posons J = {1, . . . ,n} \ I. Pour j e J, la famille {ui}i^i U {uj} est hée sur Q. Le 
lemme 7.19. de [Wa3| (p. 222) assure l'existence de nombres rationnels 9j^i tels que Uj = J2iei ^i.i'^i 
et 

n 

h{9j,^) < (n-l)log(ll(n-l)Z?3)+iog[|loga, 

1=1 

„ , / a loge 
< 7n^ ( — ^ + log log e 

pour tous Par ailleurs, chaque £j{u), l < j < t, est la valeur d'une forme linéaire Lj en les itj, 
i G /, avec des coefficients de la forme 

Chacun de ces coefficients est de hauteur bornée par nt max.m,e {h{l3m.e)} + n'^ rnaxj^i {^(^i.i)} + 
logn, et donc par 

-jj- (log 6 + log e + D log log e) . 

De cette famille {Li, . . . , Lt] de formes linéaires sur fc^, l'on peut extraire une famille libre maxi- 
male, qui comporte exactement s = dim T,j — dim(Wo nT„) éléments. Notons S le sous-ensemble de 
{1, . . . , i} qui indexe la famille libre choisie. Pour tout j € {1, . . . , t}, on a = /3j^o + Lj[(ui)i^i) 
et le maximum des |Aj | que l'on cherche à minorer est plus grand que maxjgs {|/3s,o + -t's(('«i)iG/)|}. 
De la sorte l'on s'est donc bien ramené aux conditions (i) et (ii) ci-dessus. Pour la condition (iii), il 
suffit de diviser tous les nombres /3ij par le premier entier supérieur à |(/3i,o, • ■ • , Pt,o\2,vo- Cet entier 
est plus petit que nb. De plus les estimations faites des hauteurs des coefficients des montrent 
que le théorème 12. Il découle de l'énoncé suivant (les notations sont celles du théorème l2.ip . 

Théorème 5.1. — Supposons que {ui, . . . ,w„} et {£1, . . . ,£t} sont des familles libres sur Q. Po- 
sons 

" / m \ 1/* 

y:=ai/*(log6+aloge)rr (l + ^^r^ 
fj^ \ log e 

Alors, pour tout j € {1, . . . , t}, on a Aj ^ et 

log max \AjU^ > -(en)^™"' m&x{V, (1 - eo)logp„o}. 
i<i<t 

De plus, si t ^ l et /3i^o 7^ 0, la quantité log 6 + a loge qui est dans V peut être remplacée par 
log b + log t + D log a. 



Cette hypothèse sera utile à la fin du cas périodique, § 15.12.21 
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Le théorème 11.11 donné dans rintroduction est une conséquence immédiate de cet énoncé en 
choisissant aj = a pour tout j G {1, . . . ,n}. De plus, le lait qu'aucun des Aj n'est nul est une 
conséquence du théorème de Baker qui affirme que la famille {1, wi, . . . , it„} est libre sur Q lorsque 
{ui, . . . , Un} l'est sur Q. 

La suite de l'article concerne la démonstration du théorème 15.11 En particulier, dans toute la 
suite, nous supposerons que les familles {ui, . . . , w„} et {£i, . . . , it} sont des familles libres sur Q. 



5.3. Préparatifs. — Avant de commencer la démonstration du théorème 15.11 il nous est utile 
de modifier les données brutes du paragraphe [21 

Rappelons que Wq désigne le sous-espace vectoriel de fc" intersection des formes linéaires £i, 
i G {1,. . . ,t}. Soit Go le spectre de l'algèbre symétrique S ((fc"/Wo)^). C'est un schéma en groupes 
affine sur Specfc, dont l'espace tangent à l'origine s'identifie canoniquement au quotient k'^/Wo- 
Notons G le fc-groupe algébrique linéaire Gq x GJJj. Soit A : fc" — > fc"/Wo la projection canonique 
et W le sous-espace de l'espace tangent à l'origine ta — (fc"/^o) © fc" défini comme l'ensemble des 
vecteurs de la forme {X{y),y) avec y G fc". Le fibré adélique hermitien (fc", |.|2) confère à fc"/Wo 
et à te des structures adéliques hermitiennes, respectivement par quotient et par somme directe 
orthogonale. Nous noterons k"- /Wq et te les fibrés adéliques hermitiens ainsi obtenus. Comme sous- 
espace vectoriel de (/c", |.|2), l'espace Wo hérite d'une structure de fibré adélique hermitien Wq et 
l'on note hiWo) sa hauteur d'Arakelov au sens du § [3] Par hermitianité, cette quantité est aussi 
le degré d'Arakelov de fc"/Wo. A une constante qui ne dépend que de n près, elle est comparable 
à la quantité max^j {1, qui apparaît dans la définition de logé du théorème 12.11 Plus 
précisément on a la 

Proposition 5.2. — La hauteur d'Arakelov de Wq vérifie l'inégalité 

L>max{l,/i("W^)} < 2nMogfe. 

Démonstration. — L'application fc" fc* qui à z = (zi, . . . , z„) associe . . . , (t{z)) se facto- 

rise en un isomorphisme (p : k" /Wq — fc* de fc-espaces vectoriels. Pour tout i G {1, . . . ,t} et pour 
toute place v de k, l'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit la majoration 

\ii{zi,...,Zn)\v < \\^i\\ik",\.\2}\v\\z\\k^rjw^^^ 

avec 

u 



(/c",|.|2)",U 



max{|/3ij |^; 1 < j < n} si w f oo. 



Par conséquent, la norme d'opérateur \\(p\\v de (p entre fc"/Wo et (fc*, |.|2) en la place v est plus 
petite que |(/3i.j)i.j |2,)j- Ainsi on a 



/i(W^o) =deg„(fc"/W^o) <cleg„(fcM.|2) + -2Z"- ^ogMv 

V 

<0 + tV.„*,|.|,)((/3,,,),,,) 

t , / N 9 logé 

< -log(r^^)+n^2-g- 
(la première inégalité est une inégalité de pentes classique, voir p. ex. le lemme 6.3. de |Ga4| V On 
conclut en majorant (1/2) \og{nt) par nt, puis t par n. □ 

L 'isomorphisme ip défini ci-dessus permet de définir u'q := ip~^(uo) G k'^/Wo. Dans la suite, 
nous confondrons u'q avec uq. Nous ne garderons que la notation uq, le contexte permettant de 
distinguer s'il s'agit de Uq G fc"/Wo ou bien de uq G fc*. 

Par ailleurs, plutt que minorer max {| Ail ; 1 < i < t}, nous allons minorer la norme de uq"-^!'^)! 
norme relative à fc"/Wo en la place vq. Ceci est rendu possible par le résultat suivant : 

Proposition 5.3. — On a 

ll"o - AM||^,,„ < (bn)'-' max {|A,|}. 
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Démonstration. — Commençons par définir le supplémentaire orthogonal W^l^ de Wq dans C^^^- 
Si «0 est archimédienne, c'est le sous-espace vectoriel de C" engendré par les vecteurs := 
1, . . . , /3j „), i G {1, . . . ,t}. Si Vq est ultramétrique, on choisit une famille {ei, . . . ,et} de t vec- 
teurs (distincts) de la base canonique de C"^ qui n'appartiennent pas à Wq. Dans ce cas, l'espace 

est le C^Q-espace vectoriel engendré par ei, . . . , e*. Soit {fi, . . . , ft} la base orthonormée de 
obtenue à partir de ces vecteurs par le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt (si vq est 
ultramétrique, on choisit simplement f; := ei pour tout l € {1, . . . ,t}). Soit z = J2i=i -^ifi G W^o" 
tel que |2;|2,t)o = ll'"o ^ A(?i)|| ^„^^y^ et tel que z mod Wq — uq ~ X{u). Le contrôle des Ai — et 
donc de la norme de z — se fait au moyen de l'observation suivante : pour tout i G {1, . . . , i}, on 
a £i{z) — — Ai et donc 

/4(fi) ••• hift 



(9) 



V^t(fi) ■■• ^t(ft 



Va* 



Notons Lf la matrice carrée (inversible) qui apparaît ci-dessus. Son coefficient générique ^i(fj) est 
de valeur absolue majorée par la norme d'opérateur \\ii\\vo et l'on a donc |^i(fj)|t,o < b^/n. De ^ 
l'on déduit 

(10) \zUo = |(Ai,...,At)|2,.o < llV'lUoVî max {|A,|„J 

i<t<t 

(la norme ||if"^|luo est la norme d'opérat eur d e L^"^ : (C*^, |.|2,,,o) ^ (C^^, M2,i,o))- On a |lif"^|Uo < 
||Lf||*~^| detLfly^^^ (voir le lemme 7.2 de |Ga4j p. ex.). De plus ||if|Uo est plus petit que la norme de 
Hilbert-Schmidt de Lf, qui n'est rien d'autre que la norme |^|2.-uo vecteur ligne £ = € 
C*^ des coefficients de Lf. En particulier on a ||Lf||^,g < bty/n. Par ailleurs, en ce qui concerne 
l'estimation de | det Lf\^^, le choix de la base (fi, . . . , ft) montre que e; = eijfi -!-••• + eijfi pour 
tout / e {1, . . . ,t} avec eh,i € Cv„. H s'ensuit l'égalité detLf = (n*=i detLg oii L^ désigne 

la matrice t x i de coefficients 4(ej), i,j € {1, . . .,t}. On note que \eij\yg < \ 

6;|2,uo et que, de plus, 

on a 

|,^| |l(A,l,-.-,/3.n)|2,.o Si.„|00l 

Pour conclure, il suffit de minorer la valeur absolue de det L^. On procède au moyen de la formule 
du produit J|^|detLe|"" = 1 qui peut s'appliquer car Lg est à coefficients algébriques. On a 
la majoration triviale |detLe|« < nL=i ™^^-'^i<'<* l^™(^')k (le t\ doit être supprimé si v est 
ultramétrique) et l'égalité 



4n(ei) 



ELl si Vq 



OO, 



[^Pm.M si t;o t cx) 

oii il est l'indice du vecteur de la base canonique correspondant à ej lorsque vq est ultramétrique. 
Dans les deux cas, on a 

|^m(e;)k < n max {1, |/3„ijk} max {1, |/3; 

l<j<n l<j<n 

[n devant être remplacé par 1 si w est ultramétrique). On en déduit les majorations 
IdetLel^"" = n IdetLel^' < (iln*)^^^»*^ < 6^"*'. 

De cette estimation découle la majoration < [ht^/nY^^^h^/nYlr''^''^ < (6n)'^"^n^^/^ puis le 

résultat voulu grâce à ([TUl) . □ 



5.4. Choix des paramètres. — Soit Cq '■— (6n)^^". Posons y := si t = 1 et /3i^o 7^ et y := 1 
sinon. Soit Sq := Coa et S := CqU. Soit U-i > un nombre réel défini un peu plus loin. En se 
rappelant que py^ désigne le nombre premier associé à la place vq lorsque celle-ci est ultramétrique, 
posons 



(11) Uo 



U-i si Vf) est archimédienne, 

max{[/_i, logpiio} si vq est ultramétrique. 
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Soit Dq, . . . , Dn, T, Tq les nombres réels donnés par les formules suivantes : 

~ _ CqUq ~ _ „2^ 

b loge 



log 6 + D log S + Sy log e 

(la présence du paramètre y au dénominateur explique le raffinement donné dans le théorème 15. fl 
lorsqu'il n'y a qu'une seule forme linéaire, non homogène) et 

Uo 



yi€ {!,... ,n}, A 



S" log e + DS log ai 



Un sous-groupe algébrique connexe G' de G se décompose sur k en un produit G'q x G'^ avec Gg 
{resp. G'jj) un sous-groupe algébrique connexe de Gq (resp. GJJJ. Posons 

(12) t' dim Gq, n' := dim G;„, r' := codimc G', A' codiniiv(VF n ta')- 
De simples considérations d'algèbres linéaires montrent que 

(13) r'- A' = t-dim(tG^ +A(tG;„)) < min {t - t', n - n'}. 

Par ailleurs, les groupes algébriques Gq et G admettent des compactifications naturelles Xq := 
P{k © (fc"/Wo)^) et X := Xq X (P^)". A une sous-variété V de Xj: est associé un polynôme dit 
de Hilbert-Samuel Hy à n -|- 1 variables. Soit 3{,{V;Xq, . . . ,X„) la partie homogène de plus haut 
degré de Hy multipliée par (dimT^)!. Les coefficients de 3ï sont des entiers positifs de somme égale 
au degré de V (voir p. ex. [Rél| ). Posons 

p := (iio,Q!i, . . . ,a„) et I]p(5) {Og,P, 2p, . . . , S'p}. 

Lorsque W + tc' 7^ te (et en particulier t' ^t), on pose 

/r^' card ( ""^'g+c''?""^ ) ^iG'- Do,...,D„ 

x(G') ^ ^ ""L ^ ^ 

\ GQJiiG; Dq, . . . , Dn) 

Soit X le minimum des nombres réels x{G') lorsque G' parcourt les sous-groupes algébriques 
connexes de G tels que W+tc 7^ to (l'existence de x découle d'un argument standard, expliqué par 
exemple à la page 734 de |Ga2j ). Soit G = Gq x Gm un sous-groupe algébrique vérifiant ces condi- 
tions et tel que x = x{G), auquel on adjoint les entiers t,n,r,X définis par (fT^ . Nécessairement 
on a n < n car sinon + W — Iq. Notons T := [T], Dq := [xDq] et, pour tout i E {1, . . . , n}, 

Di := [Di]. L'homogénéité de la fonction Dï permet de voir que la quantité ulf ^ * ^ x{G') ne 
dépend pas de Uq, lorsque G' varie parmi les sous-groupes autorisés. En observant que {0} fait 
partie de ces sous-groupes, nous pouvons choisir Uq de sorte que a;({0}) < 1 (et, en particulier, on 
a ce € ]0, 1]). Concrètement, la condition a;({0}) < 1 est satisfaite si l'on choisit U-i égal à 

(") [ ""l^ff n (1 + ^) ) X * + >08 s + s» log c)^ 

On notera que card(I]p(S')) — S sauf, éventuellement, si n = 1, = et si mi = 2i7r, cas 011 
le théorème 15.11 est trivial. On peut donc supposer dans la suite que card(I]p(S')) = S. L'expres- 
sion (|14p de permet de justifier les estimations suivantes. 

Proposition 5.4. — Les propriétés suivantes sont satisfaites : 

(i) Gomax{l,5o/5i-y,5i,...,5„} <fo, 

(ii) Dq 7^ et Gq < maxi<j<„ {Dj} (en particulier l'un au moins des Dj, 1 < j < ri, n'est pas 
nul), 

(iu) Z? log a < 2a loge, 

(iv) Tlog(45o) < (10nlogGo)f/o/2?. 
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Démonstration. — Si les inégalités (i) et (ii) se vérifient aisément à partir des valeurs des pa- 
ramètres, il n'est pas entièrement évident que Dq est non nul, en raison du x devant Dq. Pour 
voir cela, on reprend l'argumentation du lemme 5.1, (iii), de |Ga2] qui repose sur une propriété de 
décroissance d'un quotient de fonctions M et sur l'inégalité A > n — n > 1. On a 



t-t ^ T^J{{G;Do,...,D,,)Dl~' 



> 



Cq3ï{G; Dq, . . . , Dn) 

Co("|*) maxi<,<„ 
^^TT)\ (g'^âceà(i)). 

La valeur de Co entraîne alors (xI?o)* * ^ 1 puis -Dq ^ 1- Venons-en maintenant à (iii) et (iv) qui 
requièrent aussi quelques détails. Tout d'abord, on a 

/aloge D \ 2aloge 

log a = log < 



D log e y - D 

(car logx < X si X > 1), ce qui donne (iii). Par ailleurs, si Uq — U-i, les définitions de T et Dq 
combinées avec la valeur (fTH) de U-i donnée ci-dessus impliquent 

TM45„„^io.(c-.n(i-^))' 

En majorant le produit qui est dans le logarithme du majorant par 

2a log e 



on a 




exp 



D 



T logiADo) < ( (3n + 3) log Cq -|- log o -f 3n ° ^ 



ologe \ D 
On utilise alors (iii) pour majorer logo et conclure. Si Uq = logp„„ (vq ultramétrique), il s'agit sim- 
plement de remarquer que (log log p„g)/ (ologe) < 3/D < (10nlogCo)/-D en utilisant la définition 
de a. □ 

Désignons par Çly^ l'ensemble {0} x (2i7rZ)" si vq est archimédienne et l'ensemble {0} sinon. 



DÉFINITION 5.5. — Nous dirons que nous sommes dans le cas périodique s'il existe un entier 
m e {1, . . . , (n -I- t)S} tel que r 
périodique dans le cas contraire. 



m G {1, . . . ,{n + t)S} tel que m(uo, u) G t^{Cyg) + fly^, et que nous sommes dans le cas non 



Dans le cas périodique, la lettre T désigne l'ensemble des couples (m, r) avec m € {0, 1, . . . , (n-l- 
t)S} et T = (ti, . . . , T„) e N" qui vérifie X]r=i '^^ — 2(n-|-<)r et t„ < Tq. Dans le cas non périodique, 
T est l'ensemble des couples (m, r) avec m g {0, 1, . . . , 5*0 — 1} et r = (ti, . . . , t„) e N" qui vérifie 
X]r=i < 2(n -I- t)T. Dans les deux cas, nous notons /i le cardinal de ï. 

Remarque. — Comme la famille est libre sur Q, être dans le cas périodique im- 

plique que la place vq est archimédienne et que la famille {li-K, ui, . . . , u„} est liée sur Q (c.-à-d. 
«1, . . . , a„ multiplicativement dépendants) . Comme il ne peut exister qu'une seule relation, à multi- 
plication par un scalaire non nul près, entre 2z7r et les Uj (sinon existerait une relation non triviale 
entre les Uj), le groupe Gm est de dimension n — 1 et son espace tangent contient Wq. 

5.5. Charnière de la démonstration et compléments au cas périodique. — Comme nous 
l'avons vu ci-dessus, le groupe algébrique Gm est de dimension < n — 1. En particulier, comme 
est libre sur Q on a u ^ (C^o). Par conséquent les vecteurs {uq,u) et (A(u),u) 

n'appartiennent pas à l'espace tangent du groupe algébrique G(C^q). L'intersection WHt^ est donc 
un sous-espace strict de W (car ce dernier contient (A(u),u)). Fixons alors une base orthonormée 
w :— (wi, . . . , Wn) de W 0^ C^^ qui possède en outre les deux propriétés suivantes : 
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(i) {wi, . . . , Wn) est une base de {W D ig) (E)k (le n gothique est la dimension de VF n tg), 

(ii) si u := (ui,...,u„) G C"^ désigne le vecteur des coordonnées de (A(u),it) dans la base 
(wi, . . . ,Wn) alors \Un\vo = max{|uj|^„; n + 1 < j < n}. 

Dans le cas périodique (et cette hypothèse implique maintenant que nécessairement vq est ar- 
chimédienne puisque (uq^u) ^ ig(Ct,o)), l'o^i sait minorer \Un\vo de la manière suivante. Il existe 
un entier m £ {1, ... , {n + t)S}, x S ig(C) et w ë (2z7rZ)" \ {0} tels que m{uo, u) = (0, uj). Soit 
dyg la distance sur tG{Cvg) induite par la norme IMIt^^q. L'inégalité de Cauchy-Schwarz montre 
que \Un\vo est minoré par 

dyg{m(X(u),u),t^(C)) _ dy„{{m{X{u) - uo),uj),t^{C)) 
my/n rriy/n 

~ {n + t)Sy/n 

A ce stade, nous aurons besoin d'un résultat que l'on trouve en substance dans |BP) et de manière 
plus explicite dans la démonstration de la proposition 6.1 de |Ré2| . Pour x S R", on note la 
somme des valeurs absolues des composantes de x. 

Lemme 5.6. — Soit H un sous- groupe algébrique connexe de G"^, de dimension h Cz {1, . . . ,n—l}. 

Alors il existe une famille libre {hi :— (/ii,i, . . . , ^i,n) ; l < i < n — h} de Ti"' telle que 
(i) H^{ix,,...,Xn)eG^; Vze{l,...,n-/i}, JX^.xf-' =1} 
(^^) n"=i' l'^ili — degH (le degré est relatif au plongement usuel GJJ^ '—S- (P^)"J. 

En utilisant ce lemme, nous allons minorer dyg{uj,t^ (C)) de la manière suivante. On choisit 

hi, . . . , hn-h comme dans le lemme, appliqué h H — G,n. Les conjugués de ces vecteurs forment une 
C-base de l'orthogonal de t^ (C) dans (C", |.|2,t)o)- Ainsi la projection oj' de oj sur cet orthogonal 
est de norme égale à dyg{u),t^ (G)). Par Cauchy-Schwarz, le produit scalaire w.h; de lu et de h; 
est donc de valeur absolue inférieure à |h/|2|a;'|2. Or ce produit scalaire appartient à 2î7rZ et il 
existe l e {1, . . . ,n~ h} tel que w.h/ ^ 0. En observant que |h;|2 < |h/|i < 0"=!'' I^dii en déduit 
l'inégalité 

d.o(^:^G„(C))> 

n\ deg Gm 

puis l'énoncé suivant. 

Proposition 5.7. — Dans le cas périodique, on a \un\y^ < {2n)^"- {deg G m) S. 

Pour être utile, cette proposition devra être couplée avec le résultat suivant. 
Proposition 5.8. — On a {2nf"degG,^ < 5^. 

Démonstration. — Par définition de G, on a x{G) < x({0}) = 1 et la définition de x{G) entraîne 
alors la majoration 

(15) f%(G;Jo,...,5„) ^ ^ 

CoK{G; Do, ■ • ■ , Dn) 

En décomposant la fonction 'K sur les parties Go et GJ^ et en utilisant la décroissance des fonctions 
partielles 

^ ^ ^{G-Do,...,x„...,Dn) 
^ :K{G;Do,...,x^,...,Dny 

l'inégalité ([TÏÏ]) devient 

T-^n!t!degGm < Go(n + i)!(î)o)*"*^ max {5,}""". 

l<i<n 

Comme X > n — n (voir ([TÏÏ)) ) et comme T > Gg maxi<i<„ {1?^} (propriété 15. 4[ (i)), on a 
Gq deg Gin < 2"+* (-Do)* et la proposition s'en déduit. □ 
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5.6. Lemme de multiplicités. — Au § 13.0.21 nous avons introduit la notion de polynôme 
multihomogène. Elle va nous permettre de définir un espace vectoriel dans lequel sera la section 
auxiliaire que nous allons construire au § 15.161 Soit Eq := k (B (k'^/Wo) et, pour i G {1, . . . , n}, 
El ■.= k(B k. Posons 

n 

E:=S'''>{El)®k<^S''^{E^). 

i=l 

En une place v de k, soit s € E ®k et considérons Fs,v ■ (fc"/Wo) Cy x 0"=! % ^ Cy 
l'application qui à (zq, zi, . . . , Zn) associe 

(16) F,,,(zo, ZI, . . . , z„) = s((l, zo), (1, e^O, ■ • • , (1, e"")) 
(dans cette écriture nous avons identifié k et son dual via la base canonique). 

DÉFINITION 5.9. — Soit i e N et X — (a;o, xi, . . . , x„) G G{Cy). On dit qu'un polynôme s S 
E Cy s'annule au point x à l'ordre £ le long de W (en la place v de k) si l'application 

(zi, . . . ,z„) H- s((l,a;o + A(zi, . . . ,z„)), {l.xie'"'-), (l,a:„e'^")) 

s'annule à l'ordre ^ en (0, . . . ,0), i.e. que la S6rie formcllG en les va-riablcs , . . . , Zn définie par 
cette application est un élément de l'idéal (zi, . . . , z„)^ de Ci,[[zi, . . . , z„]]. 

Si le point x est l'image du vecteur (zq, Zi, . . . , z„) e (A:"/Wo) (8)jt Ci, x HiLi P^i' l'application 
exponentielle de G{Cv) alors dire que s s'annule au point x à l'ordre i le long de W équivaut à 
dire que l'application 

(zi, . . . , z„) h-^ i^s,i,(zo + A(zi, . . . ,Z„),Zi + zi, . . . ,z„ + z„) 

s'annule à l'ordre £ au point (0, . . . , 0). 

Passons maintenant au résultat principal de ce paragraphe. 

Proposition 5.10. — Soit k une clôture algébrique de k. Aucun élément non nul de E ® k ne 
s'annule le long de W à l'ordre (n + t)T en tous les points de l'ensemble {Oq,p, . . . , {n + t)Sp}. 

La démonstration est presque la même que celle de la proposition 5.3 de jGa2] . oii le rôle joué 
par GJJj était dévolu à une variété abélienne. Ici, il y a quelques simplifications qui augmentent la 
clarté de la preuve. C'est la raison pour laquelle nous la reproduisons ci-après, sous une forme un 
peu abrégée. 

Démonstration. — Supposons cet énoncé faux et qu'un tel polynôme existe. D'après le lemme de 
multiplicités |Phj . il existe un sous- groupe algébrique connexe Gq {resp. G*J de G^-j: {resp. de 
G;;^^^) tel que G* := G* x G^;, ^ et 

(17) T'' card 5C(g- d'„ . . . , D'J < 5f(G; D',, . . . , D'J 

011 D[ max {1, Di} pour tout i G {1, . . . , n}. Nous allons montrer que cette inégalité ne peut pas 
être satisfaite en distinguant deux cas. Quitte à permuter les facteurs dans GJJ^, l'on peut supposer 
Di < ■ ■ ■ < Dn sans perte de généralité. 

Premier cas : ta* + Wj: — ta-, c.-à-d. A* — De l'inégalité (|17p l'on déduit l'existence la 
majoration 

, f ^piS)+G*(k) \ ^ jn + ty. /i?oV"'* fDny-"* 

[ G^Ck) J-^^UJ [-) ■ 
En observant que le cardinal à gauche vaut S* + 1 lorsque i = 1 et = 0, la première propriété de 
la proposition [53] contredit cette inégalité. 

Second cas : to* + W-^ ^ te-. En particulier on a 7^ t. Soit k le plus petit entier de {1, . . . , n} 
tel que 1?^ > 1- Soit tt^ : GJJ^ -> G^^'^^^ la projection sur les n — k -|- 1 derniers facteurs. Posons 
G* := Gq x GJJj"^ x 7r„(GJ^). Une propriété de la fonction J{ assure que 

5{(7r,(G:„); i^,, . . . , i^„) < J{(G*„; Di,..., D^), 

ce qui entraîne 

3{(G;J(„...,j;) ^ , J{(G;À.,...,À.) t-e 
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De plus, comme G* Ç G;^ on a A* :— coà\v[\\Y-{W-^ f^ te*) < ^* et 



G*{k) J - V G*{k) 
De la sorte l'on obtient une inégalité analogue à ([TTl) avec le sous-groupe algébrique G* : 

(18) T^» card (^^^i^l±^^) nG*;Do, 5„) < n!J£(G; Do,..., . 



En reprenant l'étude du premier cas (on a bien G* 7^ G-j^ car 7^ et compte tenu du fait que 
X < 1, on montre que A* 7^ r*. Ceci signifie que te* + Wj: 7^ ta- et la majoration ()18p entre alors 
en contradiction avec la définition de a:. □ 

5.7. Fibré vectoriel adélique des sections auxiliaires. — Reprenons l'espace vectoriel E 
défini au début du § 15.61 et notons h' :— dimi? sa dimension. L'objectif de ce paragraphe est 
de munir E d'une structure de fibré adélique hermitien assez particulière de manière à permettre 
d'extrapoler plus tard sur les dérivations. Tout d'abord, les espaces Ei qui entrent dans la définition 
de E sont naturellement munis d'une structure adélique hermitienne : pour Eq = k (B k"' /Wq on 
choisit la structure quotient du fibré (fc", I.I2) sur k^/Wo et l'on fait une somme directe hermitienne 
avec k (muni de sa collection de valeur absolue) ; pour i € {1, ... ,n}, on a Ei = k(Bk et l'on prend 
simplement la norme |.|2 de k^. Comme nous l'avons décrit au 13.0.21 ces structures hermitiennes 
confèrent à E une première structure de fibré adélique hermitien E :— {E, (||.||i;)). Mais ce n'est 
pas tout à fait cette structure que l'on va mettre sur E. En la place vq, nous allons ajouter une 
quantité supplémentaire à \\.\\vq, comme nous l'avons fait au § H] pour établir le lemme de Siegel 
approché absolu. 

Norme particulière en la place vq. — Soit {wi, . . . , Wn) la base orthonormée de Wç^kCyg introduite 
au § 15.51 Pour i £ {!,..., n}, soit et le 1°"^° vecteur de la base canonique de fc". La famille 
{(A(ei), Ci); 1 < z < n} est une base de W, dans laquelle les vecteurs Wi peuvent s'exprimer. Ainsi 
il existe des formes linéaires {li(2i, . . . , Zn); 1 < i < n} Ç {C^^J^ telles que 



n 

(19) V(2;i,...,z„) € C"^, y^^ZjWi = k{zi, . . . ,z„)(A(ei),e,). 

i=l i=l 

Pour s € E i^k Cyg, m g N et T e N", notons ;^D^Fçj_t,Q (to(uo, w)) le r°™° coefficient de Taylor à 
l'origine de l'application 

z = (2:1, . . . ,z„) Es. va {muo + A(li(2:), . . . , l„(z)),mui + \i{z), . . . ,mu„ + l„(z)) 

(voir (fTïï|) pour la définition de Fs^vq). Soit (si,...,s^) une base orthonormée de (iJ^g, ||.||„q). 
Considérons la matrice A, de taille fi x dont les coefficients sont les éléments de Cy^ suivants : 
pour tout (m, r) £ T, pour tout i G {1, . . . , i>}, 

(20) A[(m,r),i] := (^^T)lFs^^v„{m{uQ,u))^ x a'^^{m{uo,u)) 

011, par définition, pour z = (zq, 21, . . . , z„) € ^^0(^1,0) ® 7^", le terme ci[,^^{z) est un élément 
(quelconque) de Cy^ de valeur absolue égale à 

(21) \aygiz)\yg = aygiz) |(l,e x ^ ||.o|||,,,„)-^»/^ si vo \ 00. 

Nous sommes maintenant en mesure de définir la norme voulue sur Ey^ : soit a € ky^ . Pour tout 

f(kli,^o + l"Ax|i,„Ji/2 siwoloo, 
I max{|x|2,«o, |Q!Aa;|2,t,o} si «o t 00. 



(22) 



Dans ces expressions, x désigne le vecteur colonne de coordonnées Xi , . . . ■, . Par définition, le 
fibré adélique hermitien Ea est le fibré égal à E sauf en la place vq où la norme est donnée par la 
formule ((^^ (on retrouve E si l'on prend a = 0). 
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Lemme 5.11. — La pente d'Arakelov normalisée llniE) du fibré adélique hermitien E est minorée 
par~DQh{m,)/{t + l). 

En réalité, on connaît une formule exacte pour cette pente, formule qui entraîne immédiatement 
le lemme. Pour cela, l'on peut se référer au lemme 7.3. de [Ga4j en tenant compte du fait que 
la pente d'Arakelov est additive vis à vis du produit tensoriel de fibrés adéliques hermitiens (voir 
proposition 5.2 de [Ga4| ). 

5.8. Estimation du rang d'un système linéaire. — 
Lemme 5.12. — Soit a,x,y des entiers naturels. Alors on a 

< ay{x + y + 

Démonstration. — A x,a fixés, la fonction H : y ^ (^^a^") ^ (^a") '^^^ fonction polynomiale 
à coefficients positifs. Cette fonction est convexe sur R+ car de dérivée seconde positive. On a donc 
H{y) = H{y) — H{0) < yH'{y). Le calcul explicite de H'{y) comme une somme sur a produits de 
a — 1 termes conduit à la majoration H' {y) < X^^Li + V + 1)°~^ = a{x + y + 1)"^^. □ 

Proposition 5.13. — Soit p le rang de la matrice A de coefficients ([2Ô|). Alors p < (6n)'^"i^/Co. 

Démonstration. — Consubstantielle à la distinction entre le cas périodique et le cas non périodique 
et à l'introduction du groupe G, l'argumentation n'a pas changé depuis l'article fondateur de 
Philippon & Waldschmidt |PW1) . En suivant l'approche plus effective de |Daj (§ 6.3) et en posant 











rr) 




a 









(Ti,5i) 

on montre que 



(T, 5*0) dans le cas non périodique, 
(To, S) dans le cas périodique. 



(23) p < X card j (dim G + 1 + 5£(G; D'„ . . . , D'^)) 

avec 

{l2(ji+tyT+\'^ dans le cas non périodique, 

/2(n+t)T+Àx /2(n+t)T-Ta+\\ , , - • j- 

( ~ ) ~ ( Â ) dans le cas périodique. 

Le lemme [ïï. 1 2 1 entraîne la majoration X < (3(n + t))"^*T'^^^Ti. Par ailleurs, rappelons que, pour 
tout i G {0, . . . ,n}, la fonction partielle Xi t-^ jclc-ajoi "'a") décroît sur ]0, +oo[. Cette observation 
et les majorations Di/2 < D[ pour î G {1, . . . , n} et xDo/2 < Dq impliquent 

nG;D'o,...,D'n) < ,„+t J^(G;x^o,^i,...^g„) 
nG;D'o^...,D'J - :K{G;xDo,...,Dr.) 

2"+* Go 



T-^ card(^ 



iS)+G{k) 



G{k) 

(l'égalité repose sur la définition de x = x{G)). En injectant cette estimation dans (PÏÏ)) . nous avons 
P < (6(n + i))'"Go max ^^^G; . . . , D'J. 

La dimension ly de E vaut (^°^*)(£'i + 1) • • • (Dn + 1) et, en particulier, on a 
nG; D'o,..., D'J = ^-I^±^DlD[ ■ ■ ■ D', <{n + t)!^. 

Par conséquent 

p< (6(n + t))2"(n + i)!Gomax|B,^ 

L T S 

Le choix des paramètres et l'inégalité t < n permettent alors de conclure. □ 
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5.9. Estimation d'une dérivée. — Soit v une place de k. Soit s G C„ que ron écrit dans 
une base orthonormée comme dans ^ avec des coefficients pi. On notera L{s) := J^i \Pi\v ^ ^st 
archimédienne et L{s) := max^ si v est ultramétrique. Soit w = (wi, . . . , w„) une base de 

W(E)k Cv En procédant de la même manière qu'au paragraphe 15 .71 (en remplaçant la base w d'alors 
par, ici, w), on dispose de la dérivée divisée ^Dl^Fs^viz) en un point z = {zq, ■ ■ ■ , Zn) £ x 
à l'ordre t = (ti, . . . , t„) e N". Voici une première estimation, très élémentaire mais d'un usage 
fréquent dans la suite. 



Proposition 5.14. — Dans les conditions ci-dessus (v,s,w,z,t quelconques), on a 



r! 



où, rappelons-le, 

n 



X 



(l + llzolll^^j-^''/' siv\^, 
max{l, llzollî-,^}"'"'' siv\(xi. 



Démonstration. — Tout d'abord, observons que si l'on multiplie le vecteur par un nombre Oi 
alors ^T)IjFs,v{z) est multiplié par n"=i ^1' • Cn peut donc supposer que, pour tout i G {1, . . . , n}, 
ll^illt^t, = 1- Considérons maintenant des formes linéaires li, . . . , \n & (C")^ telles que, pour tout 
X = {xi,...,Xn) e C^, on a X^ILi ^i^» = J2'i=i^ii^)iM<^i)^'^^) (rappelons que désigne le 
vecteur de la base canonique de C"). La somme aj := X]r=i la composante de Wj 

sur k"^ /Wq (E)k Cy. Elle est donc de norme plus petite que 1. 

Soit (eo,i, . . . , eo,t) la base orthonormée de k^/Wo choisie pour écrire les coefficients de s (cf. dS]))- 
La quantité | ;^DJJ,Fs^i,(z) |^ que l'on cherche à évaluer est le coefficient devant x'^ de l'application 

(xi, . . . , x„) s{{l,zo + A(li(x), . . . , l„(x))), (1, e^^+'^(^)), . . . , (1, e-"+'"(-))). 
Celle-ci est une somme de termes de la forme 



t 



hiZi+hili(x) 



(24) PH\l[(^laM + Y.^^ix)elJXie,))\ 

[a=l \ i=l / J i=l 

OÙ ho = (ho,i, • • ■ , ho,t) € N*, h = (ho, hi, . . . , h„) G N* x N" avec, pour tout i e {0, . . . , n}, |hj| < 
A, et Ph € Cl, est l'un des coefficients de s. Comme seul le coefficient devant nous intéresse, 
on peut remplacer l'exponentielle exp{^"^-^ hJi(a;)} qui est dans (|24p par son développement de 
Taylor à l'ordre |r| : 

r 

(25) Qh,r(x) := Y. ^(hili(^) + • ■ ■ + K\n{x)y- 

De la sorte la quantité peut être échangée par l'expression polynomiale 

(26) Ph I n ( elJzo) + j2 ^AM) 

La fonction longueur P i— >■ L(P) est sous-multiplicative : i(PQ) < i(P)i(Q) (voir |Wa3j . p. 76). 
Cette propriété appliquée à la somme sur h des expressions ()26|) permet de majorer | ;^DJ^_F's^i,(2:) |^ 
par 

^(s)(ll^o|lï^^, + ri)^«|nmax(l,|e^'|,)^'|max{L(Qh,r)} 

(on notera que la vecteur eg ,j est de norme 1 et donc |eo^^(z)|„ < ||z||^ ,, pour tout z G fc"/W^o ®k 
Cv)- Pour conclure, il suffit d'estimer le maximum qui apparaît à la fin de cette expression. Lorsque 
la place v est archimédienne, la longueur de (5h,T est majorée par 




\r\ 



(27) Vi(nmax{i?i,...,i?„})-'" <e""-'^^^i--^">. 



^ j! 
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Lorsque v est ultramétrique, si py désigne le nombre premier au-dessous de v, alors, pour tout 
j € N, on a < < . Dans ce cas la longueur de Qu^t est plus petite que e'"^' et la 

proposition 15.141 est démontrée. □ 

Corollaire 5.15. — La norme d'opérateur de la matrice A, matrice définie au § \5. 7[ est 
inférieure à e^""^". 

Démonstration. — On applique la proposition 15.141 à chacune des fonctions Fg-^vo qui intervient 
dans la définition (^0)) des coefficients de A avec v — vq, w = w et z = m{uo, u). D'après la fin du 

paragraphe 13.0.21 la longueur de Si est plus petite que \/t °\/2 ^ Ainsi les coefficients de 

A sont inférieurs à 

g2n maxo<.<„ {Di}+2(n+t)T ^^^+---+^" ^ 

quantité elle-même plus petite que e^"*^" d'après le choix des paramètres (début du § 15.4p . En la 
comparant à la norme de Hilbert-Schmidt, on constate que la norme d'opérateur de A est plus 
petite que {vfj,Y/^e™°. La dimension v de E vaut {^\'^*){Di -I- 1) • • • (Ai + 1) et donc 

(28) „<(i,^)'^"<„p(?!|^)<.«. 

De même, ^ est le cardinal de T (introduit à la suite de la définition 15.5p . Il est inférieur à 
'^^"^ + + Sin + t)< (5nC/o)"+i < (2n)2"e2"^° 

(on notera que S < Uq car S < ma.x{Di; l<i< n}S < Uq (voir proposition 15.41 (ii)), et on 
utilise Uq < 6^°"^). Ainsi on trouve ||A|| < {2ri)'^e^^^° et le corollaire s'ensuit en majorant 2n par 
gCo < gC/o (-.^Qjj. formule HH)). □ 

5.10. Construction d'une section auxiliaire. — 

Proposition 5.16. — Soit a e kyg tel que Cq^'^Uq < log\a\y„ < C^'^Vq. Il existe une section 
s £ E ®k k, non nulle, telle que 

(6n)5"Co'/'n„„C/o 



(29) h^{s)< 



D 



Remarque. — L 'existence d 'un a vérifiant la condition de cette proposition est évidente si vq est 
archimédienne. Dans le cas ultramétrique, il n'est pas clair que l'intervalle 

[Co'/V_i/ logp„„, Co'/V_i/ logp„J 

contienne un nombre entier. C'est la raison pour laquelle nous avons remplacé U-i par Uq = 
max{t/_i,logp^J. 

Démonstration. — D'après le lemme de Siegel approché absolu du § [H il existe un vecteur s G 
E fc, non nul, tel que 

(30) %Js) < ^(log|(l,a)|2,.o+logmax{l,||A||}) + ilogi.-/î„(E). 

Dans le membre de droite, on majore p/i/ avec la proposition 15 . 1 31 et ||A|| est évalué au moyen du 
corollaire 15. 151 De plus, grâce au lemme \5ÂÏ\ à la proposition 15.21 et au choix des paramètres Dq 
et a; < 1, on a 

-MË) < < 

^ ^ - t + l - D 
Enfin, on a ^logi^ < nUo/D d'après (^5)) . En remplaçant ces estimations dans (|5ÏÏ)). on trouve 

n,„(6n)5" / 1 



%„(s) < log|(l,a)|2,.„ -f[/o 

La proposition 15. 161 s'obtient alors en utilisant l'hypothèse sur a. □ 
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La démonstration du théorème 15.11 s'effectue avec la section s que l'on vient de construire dans 
cette proposition, qui vérifie (j29p . A priori cette section n'est pas définie sur k mais sur une 
extension finie K de k. Cette complication technique n'a pas de conséquence. En effet, le degré 
relatif [K : k] n'intervient pas car les estimations des jets de s en les places v' de K au-dessus d'une 
place V de k sont de la forme Cu||s||-g oîi ne dépend que de v (et des autres données) et pas 
de v' . C'est la raison pour laquelle nous supposerons — et ceci sans perte de généralité — que s 
est définie sur k. 

5.11. Estimations générales. — Soit {m,£) G N^. Considérons la section s construite 
dans la proposition 15.161 Soit w — (wi,...,w„) une fc-base de W. Il existe des formes 
linéaires li,...,l„ sur fc" telles que, si a; = (xi, . . . , a;„) est un n-uplet de variables, on ait 
^"^■^ XiWi = (A(li(x), . . . , l„(x)), li(x), . . . , l„(a;)). Tous les coefficients de Taylor à l'origine — 
a{s, w, m, t), T G N" — de la série formelle 

(31) x^{xi,...,Xr,)^ s ((1, muo + \{h{x), I„(x))), (1, a^e'^^^^), . . . , (1, a™e'"(^))) 

sont des éléments de k. En une place v de k pour laquelle mp possède un logarithme z G taÇCy), 
l'image du coefficient a(s,w, m, r) dans fc„ est égale à ;^DJ^Fs,,u(z) définie au § 15.71 

DÉFINITION 5.17. — Soit (w^, . . . , w^) la base duale de w. Le jet de s d'ordre i le long de W au 
point mp, noté jet^ s(rnp), est le vecteur 

n 

(32) jetfys(mp):= ^ a(s, w, m, r) • J| (w^)"* 

t = (ti T„)eN" i=i 

\T\=li 

de S^{W^). 

Tel que nous venons de le définir, le terme jet^ s{mp) dépend du choix de la base w. Toutefois, 
lorsque ]et% s{mp) = pour tout entier h € {0, 1}, ce n'est plus le cas. Considérons le 

couple (m,£) € tel que m G {0, . . . , (n + t)S}, £ G {0, . . . , (n + t)T} et {m,£) minimal pour 
la propriété jet^ s{mp) ^ 0. L'adjectif minimal s'entend par rapport à l'ordre lexicographique sur 

Seconde torsion de norme. — Il serait naturel (et possible) de travailler dans la suite avec S^ÇW") 
muni de la structure de puissance symétrique définie au § 13.0.21 Toutefois il s'avère plus pratique 
de modifier légèrement les normes sur S^(W ) de la manière suivante : en une place v quelconque 
de k, considérons le coefficient av{m{uo,u)) introduit lors de la définition de A (voir (PT|) . p. [T71) . 

DÉFINITION 5.18. — Le fibré adélique hermitien Zci est le fibré sur k d'espace sous-jacent S^{W'^) 
et sa norme en une place v de k est donnée par : pour tout x G S^{W^) Ç!)k Cy, on a 

ll^llôâ,^ ■= (^v{m{uQ,u))\\x\\ge(W').v 

Proposition 5.19. — La pente maximale de ^ei est plus petite que lOn^Uo/D. 

Pour établir cette majoration, nous nous appuierons sur deux résultats auxiliaires. 

Lemme 5.20. — La pente maximale de S^{W^) est inférieure à 5n^Uo/D. 

Démonstration. — D'après la proposition 13.31 et le fait que i < {n -\- t)U()/D, il suffit de montrer 
que /îmax iW") est majoré par une constante assez petite, disons (log2)/2. L'application fc-linéaire 
L : k" ^ W, L{y) := (A(y),î/), est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Les normes w-adiques de 
l'application duale : — (fc")^ sont plus petites que (v^)*^" avec := 1 si u est archimédienne 
et sinon. L'inégalité de pentes 

(voir lemme 6.4 de jGa4j ) permet de conclure car la première quantité du majorant est nulle et 
l'autre inférieure à (log2)/2 (on notera que 2(2 + (log2)/2) < 5). □ 

Lemme 5.21. — Pour tout entier m, la hauteur h^{l,muQ) de {l,muo) relative au fibré hermitien 
Eq — k Q) (k"- /Wa) est inférieure à logm + (2r7,^ logb)/D. 
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Démonstration. — Dans cet énoncé, uq désigne la préimage de — (/3i,0j • ■ • : Pt.o) par l'application ip : 
fc"/Wo — k* , qui, à la classe d'équivalence de z = (zi, . . . , z„) modulo Wq, associe {£i{z), . . . ,it{z)) 
(voir 15.31 après la démonstration de la proposition [ÏÏH]). Ainsi, pour tout z G fc" tel que £i{z) = 
—Pifi pour tout i S {1, . . . , i}, la norme de uq relative à k^/Wo est inférieure à la norme de z dans 
(fc", I.I2). En particulier, on a h-^{l, muo) < j.i^) (1, mz). Au moyen d'une matrice extraite, il 

existe un ensemble I Ç {1, . . . , n} à i éléments, des déterminants (Ai)igi, A de matrices à coefHcients 
dans {zLPu,v', < u < 1 < w < n} et une solution z du système £i{z) — —(3ifi, 1 < i < t, telle 
que z\ = Ai/A pour i g I et Zi = sinon. On a alors 

Des majorations grossières des déterminants qui apparaissent ici conduisent à 



|(A,TO(Ai)iei)|2,„ < J|max{l, \Pu,v\v} x l ^ 



{1 + m'^ty/'^tl si w I 00, 
si w I 00. 



Par conséquent, et puisque t < n — 1, on a 

hikt+i I |2)(A,TO(Ai)içi) < + l)nmax{/i(/3„ „)} + logm + logn! 

' ' u,v 

et la définition de log h permet de conclure. □ 

Démonstration de la proposition \5.19\ — Comme la pente maximale est un maximum, il existe 
un sous-espace J Ç S^{W'') tel que /imax(3ef) = A*n('^, (Il -Il pente qui est elle-même égale 
à V-n{J,{\\]\-gr(y^ y)v) — o^«(''tt-('"Oj ""))• Daus cette différence, la première quantité est 

inférieure à /i„iax(5'^(VK^)), qui a été estimée dans le lemme [11201 ci-dessus. L'autre, avec le signe 
moins, est exactement égale à 

n 

i=i 

En vertu du lemme [5.21[ le premier terme dans cette expression est majoré par DQi\og{{n + t)S) + 
{2n^\ogh)/D) < 3n^Ua/D. Par ailleurs, comme {l + x'^y/^ < \/2max{l, |a;|}, on a 

/i(fc2,|.|2)(l:0 < log V2 + h{af) ^ log V2 + mhiaj) 
<\ogV2 + {n + t)S log Oj 



puis 



^D,V,|.|2)(1:0 < logV2 + {n + t)J2D,S\oga, 

j=i / i=i 

<^logV2 + n(2n-l)^ 

277.2 f/n 

< 



D 

En regroupant ces différentes majorations, on trouve 

- ,T7^ ^ 5n3[/o 3n^Uo 2n^Uo 

et la proposition 15.191 s'ensuit. □ 



Dorénavant, la majeure partie de la démonstration du théorème 15. Il va consister à évaluer cha- 
cune des normes î;-adiques de jet^ s{mp) dans le but d'estimer sa hauteur, relative au fibré adélique 
hermitien .Jet. 
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5.11.1. Estimations archimédiennes. — 

Proposition 5.22. — Pour toute place v archimédienne de k, pour tout entier l G {0, . . . , 2(n + 
f)T}, on a 

||jet^s(mp)||5^ „ < exp{10?ii7o/i:'}||s||:Ë^ 



Démonstration. — Soit v une place archimédienne de k. Dans l'expression (j32p du jet, choisissons 
pour w une base orthonormée de W <Siv C et fixons un logarithme mu de mp £ G{ky). La norme 
Il jet^ s{mp)\\^^^^ est majorée par 

1/2 



(33) C"^, "^1 max 



T =t 



1 



av{m{uo, u)) 



Tl 

Le facteur binomial est inférieur à ^2"^^^"^*''"^ ^ < ^Sniio/D ^^^^ T < Uq/D. La proposition 15.141 
majore la dérivée de F^^v et l'on obtient alors 

||jetfys(mp)||3^„ < e3«C/o/i3g2„maxo<,<„{i?,}+2(„+t)T^(^) < e9"^«/^i(s). 

La longueur de s qui apparaît ici peut être estimée comme à la fin du § 13.0.21 et l'on a L{s) < 
NIIïîq t, exp {n[/o/-D}. Ce qui permet de conclure. □ 

5.11.2. Estimations ultramétriques. — Etant donné des entiers £ et h strictement positifs, on 
définit l'entier Ô£{h) comme le ppcm des produits ii ■ ■ ■ i^' on h' G {1, . . . , h}, ij G N \ {0} et 
ii + ■ ■ ■ ih' < ^- Le théorème des nombres premiers assure l'existence d'une constante absolue c > 
telle que \og 6e{h) < £log{ch). Au § 15.131 nous utiliserons la valeur c = 4 démontrée par Bruiltet 
dans |Br| . 

Proposition 5.23. — Pour toute place ultramétrique v de k, pour tous entiers m,i > 0, pour 
toute section globale s de M , le jet de s, d'ordre £ le long de W au point mp, est de norme v-adique 
inférieure à ||s||-ë^„/|(5^(£'o)|i.- 

La démonstration est une variante plus simple de l'énoncé équivalent montré dans le cadre 
des variétés abéliennes au § 5.8 de |Ga2j . au moyen du procédé de changement de variables de 
Chudnovsky. Nous renvoyons le lecteur à cet article pour plus de précisions. 

5.12. Extrapolation sur les dérivations. — L'objectif de ce paragraphe est d'évaluer la vq- 
norme de jet^ s{mp) en tenant compte de la construction de s, 011 la place vq a été singularisée 
au moyen de l'ensemble T. Comme de coutume, nous allons devoir distinguer les cas périodique 
et non périodique, distinction à laquelle se superposera la distinction entre vq archimédienne et vq 
ultramétrique. 

Soit w la base particulière de W ®fe Cy^ introduite au § 15.71 utilisée dans la définition de la 
matrice A. D'après la majoration p3|) appliquée avec v = vq, \fJ — w et z = m{uo,u), le problème 
consiste à estimer ■ii-DJ^i^s,t)o("^('"o, "))■ Si {m,T) G T alors la définition (piI)) des coefficients de la 
matrice A implique 



(34) 



^'Dl^Fs.vo{m{uo,u)) 
t! 



a„o(m(wo,M)) < HvoMë^.vo 

■Vq 

et l'on obtient directement une estimation de ^DJ^i^s^i,j, (m(uo, u)), qui est meilleure que celle 
que l'on aura pour (to,t) ^ T. C'est la raison pour laquelle nous supposerons maintenant que 
(m, r) ^ T. On ramène alors le problème à ;pîD^i<"s^t,Q (to(A(u), m)) grâce au lemme de comparaison 
suivant : 

Lemme 5.24. — Soit w ~ (wi, . . . , w„) une base de W (E)k C^^. Pour tout m E N tel que ||m(?io — 
'^(''^))llt5' uo !i 1 6^ pour tout T ~ (ti, . . . ,T„) G N", de longueur < 2(n + t)T, la valeur absolue 
VQ-adique de la différence ^^DJ^Fs ^,, (m(wo, m)) — ^Dl,Fs,va{'^i^i'^)j'^)) ^-'^ majorée par 



e^"^" n ll«'ll^,.o ""^("o - A(zi))||ï^,.„a.„(m(uo,u))-ip|| 



24 



ÉRIC GAUDRON 



Démonstration. — Reprenons le début de la démonstration de la proposition 15.141 (avec v = vq) 
et les formes linéaires li, . . . , l„ associées à la base w : 

n 

Vx = {xi,...,Xn) e C"^, ^Xi\Ni = (A(li(x), . . . , l„(a;)), li(x), . . . , l„(x)). 

i=l 

On peut supposer ||w,;||j^ „^ = 1 pour tout i G {1, . . . , n}. Désignons par (ph)heN*xN" les coefficients 
de s dans une écriture du type La différence ^D^Fs^ug (m(uo, u)) — ^D^i^s,„„ (m(A(u), w)) est 
la somme sur h des coefficients devant x'^ des fonctions 

/ « \ 

■Q,mh. ^ ghili(x) + ---+h„l„(x) 



\î=i / 

(35) ^ 1 n "^^OmM + hix)el^^{X{e,)) 



= 1 \ i=l / 

t / n N 

- n '^^o,a(A(«)) + E h{x)elJX{e.)) 

a—l \ i—1 / 

Dans cette expression, ho = (ho,i, ■ • ■ , ho.t) € N*, hi, . . . , h„ G N sont les coordonnées de h. Comme 
ho est de longueur Dq, la différence des quantités entre accolades est une expression du type 

-Do Do 

(36) l[{a,+b,)-l[ia'^ + b,) 

1=1 1=1 

où ai,a[ sont les composantes de muQ,mX{u) respectivement dans la base orthonormée eo := 
(eo,i, . . . , eo,t) et où bi est l'une des composantes de \{x) :— A(li(x), . . . , l„(x)) dans la base eo 
(répétée le bon nombre de fois pour avoir la puissance ho. a dans (j35p ). Or il s'avère que la 
différence (ISïïl) est égale à 

Do \ f °° 

j=l \i=l / \i=3 + l 

(l'on écrit Uj — a'^ = {oj +bj) — {a'j + bj) et l'on développe ; les produits se simplifient deux à deux). 
Ainsi la différence des produits entre accolades dans (1351) . que l'on peut écrire symboliquement sous 
la forme 

{meliuo) + eUKx)))'" - {mel{X{u)) + el{\{x)))'° , 
est une somme sur Dq termes d'éléments de la forme 

S{a, ho)(x) := e;^.,(m(^o - X{u))) x (me^(uo) + e^o(l(^)))'^ (me^o(A(«)) + el{\{x))fô 

où ho, ho sont des vecteurs entiers (qui dépendent de a) dont la somme des longueurs vaut Do — 1. 
On notera que ce coefficient ô{a, ho) est une fonction polynomiale de la variable x. La suite de 
la démonstration repose alors sur les mêmes considérations que celle de la proposition 15.141 Plus 
précisément, soit Qf,,r le polynôme de Taylor défini par ([25]) . Le coefficient de x'^ de ([SS]) est égal 
à celui du polynôme 

(37) Y. Ph<5(a,ho)(x) n 

Do termes \î=l / 

Ce coefficient est en valeur absolue plus petit que la longueur du polynôme. Ainsi la quantité 
\7]'DlFs,voim{uo,u)) - ;iD^Fs,„o(m(A(w),u))| est inférieure à 



|mMo - r^Hu)\\t^.vo ^ -^(s)max{i((3h,r)} x J|max{l, |ai|t,(,}" 



1 mD; 

>^^-U^^h.T)f X- I I maxi i, |a,;|„„ 

(38) 



DoHluoWj^,,^ + 1 + n)^°-^ sit^oloo 
max{l, ||mMo|lt^i,„}^°~^ si wo f oo 
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(l'hypothèse ||m(uo — M'^))\\t^ vq ^ 1 a permis ici de majorer la norme de mX{u) et l'estimation de 
la longueur de I repose sur les estimations des coefficients aj introduits lors de la démonstration de 
la proposition 15.14p . Pour conclure, on majore L{s) par e"^°||s|j-g^ (fin du § 13.0.2p . on majore 
maxh {L(Qh,r)} par e"^" grâce à (ITT)) et l'on majore Do(m||Mo|| ^^^^ + 1 + n)^"^^ par 

Z?o(n + 2)^o-i,^ax{l,||m^o|fe..o}''° <e2"^°|(l,|lmuo|lï^^„Jl2^:;„. 

□ 

L'estimation de ^DJ^i^s^uQ (to(A(u), m)) repose sur une version légèrement affaiblie des lemmes 
d'interpolation de Waldschmidt |Wa2] (cas archimédien) et de Roy [Roj (cas ultramétrique, voir 
aussi |Ga3] pour les simplifications faites ici). Si x est un nombre réel positif et / une fonction 
définie sur le disque fermé D{0,x) = {z G C^g ; \z\v„ < x}, on note \f\x la borne supérieure des 
1/(2)1, z G D{0,x). Rappelons que êq = si vq est ultramétrique et 1 sinon. 

Lemme 5.25. — Soit Si,Ti des entiers naturels >2 etR,r des nombres réels vérifiant R > r > 
{2SiY° . ^oit f une fonction analytique dans le disque D[0, R). On a alors 

\f\^<Sl^ma^{{^^^y'\f\n, 



. , , max 

' ^ ^ ' ' 0<m<S, 



La suite de la démonstration repose sur un raisonnement par l'absurde, au moyen de l'hypothèse 
suivante. 

Hypothèse 5.26. — Hmq - A(u)|lt^ „^ < e-^o^" 

Notons D le disque ouvert {z G Ct,o ; \z\v^ < min {ryg/\ui\v„ ; l<i< n}} si î;o est ultramétrique 
et l'ensemble C des nombres complexes sinon. On notera que les disques fermés, centrés en et de 
rayons 1 et e/r^g respectivement, sont tous les deux inclus dans D. 

5.12.1. Cas non périodique. — Soit r G N" de longueur i. Soit f : D — > l'application analy- 
tique définie par : 

VzGD, i{z)^-\^lF,,MKu).u)). 
Observons que, pour tout ft, e N et tout z e D, on a 

(39) ■ _ ^' fr + j\,BJl^ 



l3l = h 



E ( yyj^F,.oiziKu),u)) 



(u — (ui,...,u„) e C"j^ est le vecteur des coordonnées de (A(u),m) dans la base {wi, . . . ,Wn)). 
Pour estimer ^DJ^Fg^yg {ni{uo, u)), nous allons utiliser le lemme d'interpolation [5.25l afin de majorer 
|f(m)| yg , avec les paramètres suivants : 

(i) Si ■^o est une place archimédienne alors Si := Sq, r :— 2m (notons que rn > Sq car nous 
sommes dans le cas non périodique avec (m, t) ^T), R :— 2re, Ti :— (n + t)T et / := f. 

(ii) Si «0 est une place ultramétrique alors Si :— Sq, r := 1, R := ^/r^g, Ti := (n + t)T et / := f. 
Avec ces choix, la proposition 15.141 fournit l'estimation suivante : 

Proposition 5.27. — On a ay„{m{uo,u))\î\R < exp {237i^t/o}||s|l-g_^ 

Démonstration. — En remarque liminaire, mentionnons que les majorations qui suivent sont vo- 
lontairement très larges, afin de rester valide dans le cas périodique, qui sera étudié au prochain 
paragraphe. 

D'après la proposition l5.141 on a 

|f(z)|,„ •a„„(z(A(u),w)) <e2"--»^'^"{^->+^L(s). 
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Comme nous l'avons vu au cours de la démonstration de la proposition 15.221 la longueur de s est 
plus petite que e"^''||s||-g_^ et le choix des paramètres donne alors 

|f(z)|.„-a„„(z(AH,u))<e^"^''||s||^^„^. 

En utilisant la définition ()2ip de a^g, la quantité avg{z{X{u), u))^^ est, pour \z\vg < 8nSe, majorée 



par 



'(l + 64(n5e||A(u)||^^,„j2)^"/2n;'^i(l + ei6"^^l"^l"o)C./2 sï vo \ oo, 
aia.x{l,8nSc\\X{u)\\j- si t 



(dans le deuxième cas, nous avons majoré = pyg° ^ par 2). De plus on a 6AnSz < e'^"^", ce 
qui permet au moyen de l'hvpotlièse 15.261 de substituer uq à X{u) dans cette majoration modulo 
un petit terme d'erreur. Comme ayg{m{uo,u)) < 1, la quantité 

ayg{z{X{u),u))-^ 



ayg{m{uQ,u)) 1 



est majorée par 



(40) (9n5'e)^°e"^° x 



, /(l + ll-o|||^,„„)^°/^exp{8n5e(E;.i^>,k„)} si 



Vo I oo. 



max{l,||uol!^^^,J " 



si I oo. 



Le choix des paramètres entraîne SnS'e (^X]j=i -^jl^iko) — Sn^C/p et {9nSz)^° < e^"'^° . Enfin le 

terme qui dépend de uq est naturellement majoré par exp{DoDh-j^{l,uo)}, puis par e^" ^° grâce 
au lemme 15.211 On trouve ainsi 

ayg{z{X{u),u))-^ len^Uo 



(41) ^^.g ^ 

Ceci permet de conclure. □ 
Par ailleurs, au moyen de la formule (I5ÏÏ|) . du lemme [5.241 et de la construction de la section s. 



(42) 



max 

0<h<Ti 
0<m<Si 



lf('')(m) 



<9o (e^"^''lko-A(î.)|lï^,,„ + |a|-i) \\s\\^^ 



9o := max {aya{m{uo,u)) } x <^ ^'"^ • 

0<m<Si 1 



j=l {■^JlvoJ • SI -Wo I OO, 



si t OO. 



La somme des |Uj|i,o est majorée par ^/n\\{X{u),u)\\j^ lui-même plus petit que \/2rï||u||2.[,o. On 
a ||w|j2,uo ^ l^j ko avec la définition de logOj on trouve 



• + Y. \^3\^o <n + V2^ ( 7 ) n "J" 

.7=1 ^ .7 = 1 



<n + ■\/2nexp {2alog e} < exp{6naloge}. 
La majoration T < Uo/{a\oge) entraîne alors 

9o < max {Q!t,Q(m(Mo, u))~^} exp |24n2[/Q}- 

0<m<So 



L'inégalité (j4T|) fournit l'estimation 

a. 



yg{m{ua,u)) ■ max {ayg{m{uo,u)) }<e 

0<m<So 
^5/4 



1\ <r- ^16n^(7o 



Comme logjal^Q a été choisi supérieur à Cg (proposition 15.15]) et comme ||uo — ^{''^)\\t^ vq ^^t 
plus petit que e~'^^^° d'après l'hvpothèse 15.261 les calculs ci-dessus montrent que 



(43) 



o:vn('miuo,u)) max 

0<h<Ti 
0<m<Si 



lf('')(m) 



<g(50„=-C=/^)C/o|Jg|J 
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Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer le lemme d'interpolation I5.25[ qui, via la majo- 
ration |f(m)|t,Q < |f|r, permet de majorer ayg{m{uo,u))\î{ Tïi)\yQ par 

quantité plus petite que e~^'^/'^''-^"'^''||s||;g puisque Cq = {6n)^'^" . En utilisant une nouvelle fois 
le lemme [5.241 pour passer de f(m) à ;^DJ^,Fs^t,Q (m(Mo, w)), on trouve 

-^^wFs.vo {m{uo,u)) 



ayg{m{uo,u)) 



^(3/2)CoC/o| 



Cette estimation est valide pour tout r G N" de longueur £ et, a priori, pour {m,T) ^ T. Mais 
l'inégalité ((Ml) montre qu'elle reste vraie pour {m,T) G T puisque |a|~^^ < exp {— Cg^*?7o}. La 
définition 15 . 1 71 du jet de s (voir aussi p3p ) conduit alors au résultat suivant. 

Proposition 5.28. — On a || jet^ «(mp)!!^^^^ < exp{-CoC/o}|!s|b„,„o- 

5.12.2. Cas périodique. — Rappelons tout d'abord qu'il a été vu au § 15.51 que le cas périodique 
n'est possible que lorsque est archimédienne. Soit r = (ti,...,t„) g N" de longueur £ et 
r' :— (ti, . . . , T„_i, 0). Soit f : C — )■ C l'application analytique définie par : 

Vz e C, f(z) = 4tD;Fs,.„(^(A(u),m)). 

T ! 

Afin d'évaluer jet^ s(mp), nous allons donner une majoration fine de la dérivée f^'^"-'(m)/T„! au 
moyen du lemme d'interpolation [5.251 Observons tout d'abord que 

1 



(44) 



T I 

' n. • 



< |f|l+m. 

En eflEet, il s'agit de l'inégalité de Cauchy usuelle pour les fonctions holomorphes complexes. Le 
terme |f|i+m peut être majoré au moyen du lemme d'interpolation [5.251 avec les paramètres sui- 
vants : 5*1 :— {n + t)S, r :— 2(n -|- t)S, R := 2re, Ti := Tg et / :— f. Dans ce lemme d'interpolation 
intervient jfjp que l'on peut estimer en suivant la démonstration de la proposition 15.271 dont les 
calculs étaient suffisamment imprécis pour convenir également à ce cas. Par ailleurs, grâce à la 
formule p9p. au lemme de comparaison lÏÏ^Ml et par construction de s, les dérivées de f jusqu'à 
l'ordre Tq en les nombres z E {0, . . . , {n+t)S} sont petites comme dans l'estimation (|43|). En réalité 
une fois que l'on a observé qu'avec les choix de paramètres ci-dessus le produit TiSi était presque 
le même que dans le cas précédent, tout se passe à l'identique, si ce n'est que l'on doit se servir 
de (|44l) . Un dernier passage par le lemme de comparaison 15.241 permet alors d'obtenir m fine : 



(45) a„(,(m(wo,M)) 



<2exp{-(3/2)C7o(7o}||s||^^„^ 



(majoration valide pour tout r = (t', r„) de longueur £). Même si nous n'obtenons pas une estima- 
tion de ■^D'^Fs.va {iTi{uo, u)), ceci n'a pas d'importance car ce qui nous intéresse est le jet d'ordre £ 
de s, qui lui ne dépend pas du choix de la base considérée pour le définir (voir le commentaire qui 
suit la définition 15.17p . Choisissons la base w := {wi, . . . , Wn-i, (A(m), u)) dans la définition 15.171 
Si X € W iSik a pour coordonnées (xi, . . . , x„) dans la base w alors 

Vi e {1, . . . , n — 1}, 'w'![{x) — Xi — Xn— et (A(u), M)^(a;) = — • 
Par conséquent on a 

V,:e{l,...,r.-1}, ||<||^,^^^= [l+[MU et ||(A(u),^)^||ï^,,„-— ■ 



De ce fait et de la majoration (|l5|). l'on déduit 



max{l,||(A(M),u)||î-, }^ ^ 



(46) ||jetf^.("^P)ll57ï,.o ^ [ i^^i j exp{-(5/4)Cof/o}|Ns|l^^_,^. 

L'hypothèse 15.261 et l'inégalité triangulaire donnent la majoration 

||(A(u),u)|l^,,„ < i^nexp{(aloge)/i?}. 



28 



ÉRIC GAUDRON 



De plus, en vertu des propositions 15.71 et 15. 8[ on a |u„| ^ < (64n'^I)o)"5'. La proposition 15. 4[ (iv), 
permet de majorer Tlogi^o par (10nlogCo)?7o- On trouve alors 

'maxjl, Il (A(m), „ |\^ 

^ <exp{(Co/4)[/o}. 

|Un| / 

Conjugué à l'inégalité (|iïï|) . ce résultat montre que la proposition 15.281 reste vraie dans le cas 
périodique. 

5.13. Conclusion. — La fin de la démonstration du théorème 15.11 repose sur le lemme [5TT] qui, 
compte tenu de la proposition 15 . lOl s'écrit ici sous la forme 

(47) hQet^w s{mp)) > -/ïmax (Ôêî) . 

Nous allons montrer que cette minoration n'est pas compatible avec la majoration de la hauteur 
du jet que l'on peut trouver par le biais de l'hypothèse 15.261 En effet les propositions 15.221 15.231 
et 15.281 entraînent 

hQet'iv s{mp)) < lOn^ + Tlog(4i?o) - Cqu^o^ + %Js). 

La proposition 15.41 (iv), qui permet de majorer Tlog(4£)o) (en se rappelant que Dq < Dq car 
a; < 1) et la construction de s (proposition 15.161) conduisent à 

(48) hiieti^ s{mp)) < (lOn + lO^ilogCo - + (Ôn)^"^^'/') 

Par ailleurs la pente maximale de (fet a été majorée par IOti^Uq/D (proposition 15.191) . L'on 
s'aperçoit alors que le choix de Cq met en contradiction (jTf| et (j^Sj) . L'hypothèse 15.261 est donc 
fausse et log ||wo — M'^)\\t^.vo — ~^oUo- La proposition 15.31 entraîne 

log max {|Ai|} > -3n^log{bn) - C^Uq- 

l<i<t 

Pour conclure et obtenir le théorème 15.11 il ne reste plus qu'à observer que Uq est inférieur au 
maximum de logpvg et de 

CraV*(log5+ aloge) jfî (l + 

en utilisant p^ . 
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